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付録D	 降雨時系列の微小擾乱成分の標準偏差

と降雨強度の関係	 

D-1 降雨強度と標準偏差σの関係	 

	 第 4章では，降雨強度の標準偏差σを簡易的に定数として与えていた．しかし，実

際は図 D-1から見て取れるように，降雨強度の増加とともに，バラつきが大きくなる

ように見える．そこで，図D-2に示すように横軸に降雨強度，縦軸に 5mm/h幅を 1mm/h

ずつずらして（5mm/h〜10mm/h，6mm/h〜11mm/h, …，r〜r+5 mm/hのようにして），

領域ごとの標準偏差をプロットしている．この結果からわかるように，降雨強度の微

小成分の標準偏差は降雨強度の増加とともに，徐々に増加する傾向にある．強い降雨

強度域では，データ数が少ないため，バラつきが大きいが，σを降雨強度 r(t)の関数

として，(D-1)式で近似出来るとすれば，σ(r(t))は， 

とおける． 

 

D-2 標準偏差σを降雨強度の関数とした場合の FPE の数値計算結果	 

	 第 4章で示した Fokker-Planck方程式， 

の右辺第二項において，σ=σ(r(t))として，(D-2)式を数値的に解いた結果を図 D-4に

示す．σ=σ(r(t))としている以外の計算条件は，前章の数値計算結果と同じである．

また，図 D-5に示すのが，t=3.0, 5.5, 7.0hour 時点の図 D-3と図 D-4の確率密度関数の

比較である． 

	 σ (r(t)) = a tan−1(b⋅r(t)) (r(t)> 0)	 (D-1) 

	 
∂p(q*(t), t)

∂t
= −

∂a0q
β
*(r − q*)p(q*(t), t)

∂q*
+
1
2
∂2 (a0q

βσ TL )
2 p(q*(t), t)

∂q*
2

	 
(D-2) 
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	 以上から，降雨強度を変数とした乱れ成分の上旬偏差 σ(r(t))の影響を考慮した流出

高の確率密度関数の時間発展を得るとともに，降雨強度の増加とともに流出高の確率

密度関数の裾の広がりが大きくなっていることがわかる． 

	 つまり，図 D-4の結果は(D-1)式の傾向に従うため，降雨強度が大きくなるに従って，

流出高の確率密度関数の標準偏差も大きくなる．一方で，ハイドログラフ逓減部では，

(D-1)式の傾向から標準偏差が 0に近づくため，流出高の確率密度関数の標準偏差も小

さくなる． 

	 

	 

	 

	 

	 

	 

	 

 

図 D-1	 地上雨量計と XRAIN 雨量強度の比較．（右のポンチ絵は，両雨量データの観

測形態の概念図であり，地上雨量計と地上雨量計が位置するレーダのメッシュ雨量

との比較をしたものがプロットされている．）	 
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図 D-2	 降雨強度に対する降雨時系列の乱れ成分の標準偏差（時間降雨強度）．図中の

青線は近似曲線．	 

 

図 D-3	 FPE を解いて求めた流出高に関する確率密度関数の時間発展．（初期条件とし

て極めて分散の小さい正規分布を与え，降雨の標準偏差σ，時定数 TL は一定値とし

て FPE を解いている．）	 
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図 D-4	 降雨時系列の乱れ成分σをσ(r(t))として降雨強度の関数で与えた場合の

Fokker-Planck 方程式の数値計算結果．	 

	 

図 D-5	 σ=const.とσ=σ(r(t))とした場合の流出高の確率密度関数の比較

(t=3.0,5.5(peak 近傍),7.0hour)．ハイドログラフのピーク近傍までは，σ=σ(r(t))

の方が流出高の確率密度関数の標準偏差が大きいが，ハイドログラフ逓減部ではσが

一定値の場合の方が標準偏差が大きい．	 
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付録E	 流出高の確率微分方程式の非負性	 

	 降雨強度の微小擾乱成分 r'(t)を定義する以上，降雨強度 r(t)が負の値を取る可能性

がしばしば指摘される．たしかに dw が負の値をとるのは確かに事実であるが，q*に

ついての確率微分方程式が幾何ブラウン運動を記述する確率微分方程式タイプであ

ることから非負の性質を満たすと考えられる．また，q*が小さな値では，ランダム項

の a0 q*
βσ TL

1/2の値はゼロに近づき，q*に対する r'(t)のランダム力は相殺されると考え

られる．以下に示す図 E-1 は，本論中と同様の計算をし，t=0〜1.0h の範囲を描いた

ものである．図 E-2は図 E-1における t=0〜0.4hまでを 0.1h刻みで抽出したスライス

データのヒストグラムである． 

	 これらの図からわかるように，初期値として 0と近似しても支障ない q*=10-6mm/h

（本論中の値は 3.5mm/h）を与えているが，q*が小さな値を取る範囲，概ね t=0〜0.4h

でも非負の性質を満たしている事がわかる． 
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図 E-1	 SDE を解いて求めたハイドログラフ(試行回数 100 回,t=0〜1h)．縦軸は表示範

囲は 10-10 から 10-4 と非常に小さな値であるが，負の値にはならずに，上昇してい

くことが見て取れる．これは，q*が微小な区間ではランダム項の値自体が0に近づき，

q*に対する r’(t)のランダム力が小さくなり，結果的に相殺されるからである．	 

 

図 E-2	 図 E-1 の時刻 t=0,0.1,0.2,0.3,0.4 におけるスライスデータのヒストグラム

（非負の性質があることがわかる．）	 
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付録F	 確率微分方程式の数値計算	 

F-1 確率微分方程式の数値計算	 

	 以下では，保江のテキスト「数値確率解析入門」第 6章に従って，確率微分方程式

の数値計算法を示す．いま，伊藤の確率微分方程式， 

を考える．伊藤の確率微分方程式は， 

をマルチンゲール分解するような確率過程 x(t)を一意に定めるが，これは連続時間区

間[a, b]=(t | a≦t≦b)を N等分することで得られる等分割時系列 

での確率過程の時刻 tnに対応する値 x(tn)が与えられていることを意味する．  

 

F-2 Eular-丸山スキーム	 

	 さらに，標準Wiener過程の確率微分 

は期待値 0, 分散 dt=(b-a)/Nなので，これを期待値 0，分散 1の正規乱数と分散(b-a)/N

の積で置き換えて，(F-1)式を漸化的に記述すると， 

 dx(t) = g(x(t))dt + h(x(t))dw(t)  (F-1) 

 x(t) = x(a)+ g(x(s))ds+ h(x(s))dw(s)( )
x≤t
∑  (F-2) 

 tn ≡ a+
n
N
(b− a) , n = 0,1,2,!,N  (F-3) 

 dw(t) = w(tn+1)−w(tn )  (F-4) 
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となる．この漸化的な表現は，常微分方程式を数値計算する際のオイラーの前進差分

近似にきわめて似ており，確率微分方程式を数値計算する場合のオイラー-丸山スキ

ームと呼ばれるものである． 

 

F-3 確率ルンゲ-クッタスキーム	 

	 次に，常微分方程式の数値計算で実用性の高いルンゲ-クッタ法の確率微分方程式

への適用を考える．以下では 2次のルンゲ−クッタスキームを示す． 

ここで，注目すべきは，オイラー-丸山スキームで定義した期待値 0, 分散 1の正規乱

数時系列 ynと独立の期待値 0，分散 1 の正規乱数 znを新たに導入している点である．

この漸化式表現で明らかなように，オイラー-丸山スキームで 1step進んだところでの

流行過程と揺らぎの大きさを加味している．よって，安定的な差分近似となっている． 

 

 

x0 = x(a)

x1 = x0 + g(x0 )
1
N
(b− a)+ h(x0 )

1
N
(b− a)y1

x2 = x1 + g(x1)
1
N
(b− a)+ h(x1)

1
N
(b− a)y2

!

xN = xN−1 + g(xN−1)
1
N
(b− a)+ h(xN−1)

1
N
(b− a)yN

 (F-5) 

 

x0 = x(a)

x1 = x0 +
1
2
g(x0 )+ g x0 + g(x0 ) 1

N
(b− a)+ h(x0 ) 1

N
(b− a)y1

"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)

       + 1
2
h(x0 )+ h x0 + g(x0 ) 1

N
(b− a)+ h(x0 ) 1

N
(b− a)y1

"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)z1

x2 = x1 +
1
2
g(x1)+ g x1 + g(x1)

1
N

(b− a)+ h(x1)
1
N

(b− a)y2

"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)

       + 1
2
h(x1)+ h x1 + g(x1)

1
N

(b− a)+ h(x1)
1
N

(b− a)y2

"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)z2

!

xN = xN−1 +
1
2
g(xN−1)+ g xN−1 + g(xN−1)

1
N

(b− a)+ h(xN−1)
1
N

(b− a)yN
"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)

       + 1
2
h(xN−1)+ h xN−1 + g(xN−1)

1
N

(b− a)+ h(xN−1)
1
N

(b− a)yN
"

#
$
$

%

&
'
'

"

#
$
$

%

&
'
'⋅

1
N

(b− a)zN

 (F-6) 



付録 

	 134 

 

  



付録 

	 135 

 

付録G	 条件付き確率	 

	 ある事象 Aと事象 Bを考える．このとき，事象 Aが生起したという条件のもとで

は事象 Bの確率は， 

で与えられる．ここに左辺は，事象 Aが発生したという条件下での事象 Bの確率で

ある（条件付き確率）．また，右辺分子は事象 Aと事象 Bの同時確率である．右辺

分母は，事象 Bの生起とは無関係に事象 Aが起きる確率である．確率変数が連続の

場合は以下のように表現される． 

	 以下では，条件付き確率 f(y|x)が正規分布 N(x, σ) 

の場合の yの分布を考える問題を示す．xの分布も正規分布 N(µ0, σ0) 

であるとわかっている場合，確率変数 yの分布は， 

となる．これを以下のように展開し整理すると， 

	 P(B A) = P(A∩B)
P(A)

	 (G-1) 

	 f (y x) = f (x, y)
f (x)

	 (G-2) 

	 f (y x) = 1

2πσ
exp − (y − x)

2

2σ 2

"

#
$

%

&
' 	 (G-3) 

	 f (x) = 1
2πσ 0

exp −
(x −µ0 )

2

2σ 0
2

"

#
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&
'
'
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となる．(G-8)式右辺の積分部分は 1なので，f(y)は， 

である．よって， 

となる． 
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付録H	 降雨流出過程の非線形性及び降雨強度

と流出高の不確実性の関係	 

	 第 4章では，降雨流出過程における非線形性と流出高の不確実性，降雨強度と流出

高の不確実性の関係性について示した．以下では，降雨流出過程における不確実性に

直接的に関連する単一斜面における降雨流出基礎式のパラメータ m，すなわち貯留関

数法における流出パラメータ Pと降雨強度に対する不確実性の程度を整理した． 

	 

	 

図	 H-1	 降雨強度と流出過程の非線形性が流出高の不確実性に及ぼす影響．降雨強度

が強くなるほど，また抵抗則が大きくなるほど不確実性は大きくなる．	 
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図	 H-2	 降雨強度と流出過程の非線形性が流出高の不確実性に及ぼす影響．降雨強度

が強くなるほど，また抵抗則が大きくなるほど不確実性は大きくなる．	 
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