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第4章  モーメント方程式 

4-1  はじめに 

 

 前章は Fokker-Planck 方程式を用いて，降雨強度の不確実性を考慮した降雨流出機

構を表現する理論を述べた．Fokker-Planck 方程式を解けば，流出高𝑞𝑞の確率密度関数

𝑃𝑃(𝑞𝑞, 𝑡𝑡)の時間発展が分かるが，通常，Fokker-Planck 方程式を厳密に解くことは非常に

困難であるため，数値解析を行う必要がある． 

 降雨流出における山田モデルの支配方程式のような微分方程式にランダム外力を

加えると，その確率密度関数𝑃𝑃(𝑞𝑞, 𝑡𝑡)の時間発展を支配する Fokker-Planck 方程式は位相

空間上における 1 次元 2 階偏微分方程式となる．この方程式は数値的に解くことが可

能である． 

 次に，降雨流出機構が複数の支配方程式群から成る連立方程式によって表現される

場合を考える．式群(4-1)は，表面流の発生機構と鉛直の浸透機構を考慮することによ

って，単一斜面における降雨流出の基礎式を拡張したものである． 
 

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧
𝑑𝑑𝑞𝑞𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠
𝛽𝛽𝑠𝑠(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0 − 𝑞𝑞𝑠𝑠)

𝑑𝑑𝑞𝑞∗
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎0𝑞𝑞∗
𝛽𝛽(𝑞𝑞0 − 𝑞𝑞∗)

𝑑𝑑𝑞𝑞0
𝑑𝑑𝑑𝑑

= (𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0)
𝑞𝑞0 − 𝐾𝐾𝑠𝑠
ℎ + ℎ𝑘𝑘

−
𝑞𝑞0

(𝜃𝜃𝑠𝑠 − 𝜃𝜃𝑖𝑖)
(𝑞𝑞0 − 𝐾𝐾𝑠𝑠)2

𝐾𝐾𝑠𝑠(ℎ + ℎ𝑘𝑘)
𝑑𝑑ℎ𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0

 (4-1) 

ここに，qs：表面流に関する流出高[mm/h]，𝑞𝑞∗：中間流に関する流出高[mm/h]，q0：

浸透量[mm/h]，hs：湛水深[mm]である．その他のパラメータの物理的意味及び式群(4-1)

に関する詳しい議論は，付録を参照されたい．式群(4-1)に降雨の不確実性を加えると，

システムの状態変数(𝑞𝑞𝑠𝑠, 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠)の確率密度関数は𝑃𝑃(𝑞𝑞𝑠𝑠, 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠, 𝑡𝑡)となる．𝑃𝑃(𝑞𝑞𝑠𝑠,

𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠 , 𝑡𝑡)の時間発展式は以下の Fokker-Planck 方程式となる． 
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 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠
𝛽𝛽𝑠𝑠(𝑟̅𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0 − 𝑞𝑞𝑠𝑠)𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑠𝑠
−
𝜕𝜕𝑎𝑎0𝑞𝑞∗

𝛽𝛽(𝑞𝑞0 − 𝑞𝑞∗)𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞∗

−
𝜕𝜕((𝑟̅𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) 𝑞𝑞0 − 𝐾𝐾𝑠𝑠

ℎ + ℎ𝑘𝑘
− 𝑞𝑞0

(𝜃𝜃𝑠𝑠 − 𝜃𝜃𝑖𝑖)
(𝑞𝑞0 − 𝐾𝐾𝑠𝑠)2
𝐾𝐾𝑠𝑠(ℎ + ℎ𝑘𝑘))𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑞𝑞0

−
𝜕𝜕(𝑟̅𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0)𝑃𝑃

𝜕𝜕ℎ𝑠𝑠
+ 拡散項 

(4-2) 

式(4-2)は確率密度関数𝑃𝑃(𝑞𝑞𝑠𝑠, 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠 , 𝑡𝑡)に関する 4 次元の 2 階偏微分方程式であ

る．その 4 次元は実在空間ではなく，連立常微分方程式(4-1)の位相空間である．4 次

元の式(4-1)に対しては，解析的に解くことはできず，数値解析も非常に困難である．

そのため，ここで考えられる方法は，確率密度関数𝑃𝑃(𝑞𝑞𝑠𝑠, 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠, 𝑡𝑡)の時間発展式を

直接解かずに，確率密度関数𝑃𝑃(𝑞𝑞𝑠𝑠, 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞0, ℎ𝑠𝑠, 𝑡𝑡)のモーメントの時間発展を導いくこと

である． 

 

4-2  確率常微分方程式のモーメント方程式 

 

伊藤の確率微分方程式の一般的な形式は以下のように書ける． 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑋𝑋)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎(𝑋𝑋)𝑑𝑑𝑑𝑑 (4-3) 

式(4-3)と対応する Fokker-Planck 方程式は， 
 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
 (4-4) 

である．一般的にランダム変数を記述するには，確率密度関数が用いられる．確率密

度関数にはランダム変数のすべての情報が含まれている．しかし，確率密度関数を直

接得ることが困難である場合，ランダム変数のモーメントで表すこともできる． 

 キュムラント展開定理(cumulant expansion theorem)は確率密度関数をモーメントに

関する漸近級数で表すことができる定理である．ランダム変数のモーメントが分かる

とランダム変数の一部の情報が分かる．なお，モーメントは以下の統計的な意味を持

つ．1，2，3，4-階モーメントはそれぞれランダム変数の期待値，分散，歪度，尖度で

ある．したがって，確率密度関数の時間発展を直接求めることが困難である場合は，

モーメントの時間発展を求めることが考えられる． 

 ランダム変数𝑋𝑋のn-階モーメントを以下のように定義する． 
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① ② 

 
〈𝑋𝑋𝑛𝑛〉 = � 𝑥𝑥𝑛𝑛

∞

−∞
𝑃𝑃(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 (4-5) 

式(4-4)と式(4-5)を合わせて，ランダム変数のモーメントの時間発展を支配する方程

式を導くことができる．以下にランダム変数𝑋𝑋の 1 階モーメントの支配方程式を導出

する． 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋〉(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
∞

−∞
� 𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= � 𝑥𝑥(−
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞

= � 𝑥𝑥(−
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
+ � 𝑥𝑥

1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
 

(4-6) 

 

 ①と②を更に変形すると 
 

① = −� 𝑥𝑥𝑥𝑥
∞

−∞
(𝑓𝑓𝑓𝑓) = −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥| ∞−∞ + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
= � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞

= 〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 

② = � 𝑥𝑥
1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
=

1
2
� 𝑥𝑥𝑥𝑥

𝜕𝜕(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕

∞

−∞

=
1
2
�𝑥𝑥

𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕 � ∞−∞− ∫
𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞ �

= −
1
2
�

𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
= −

1
2
�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃| ∞−∞ = 0 

(4-7) 

 ここに，ランダム変数𝑋𝑋が無限になることがないので，赤い枠の項は 0 になる．ま

とめると，1 階モーメント（期待値）の時間発展式は以下のようになる． 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋〉(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 (4-8) 

 式(4-8)は一見，式(4-3)と対応する決定論の式と同様の式形であるが，実際は僅かに

異なる．式(4-3)に対応する決定論の式は， 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑓𝑓(𝑥𝑥) (4-9) 

である．仮に式(4-8)が以下のようになると，式(4-9)と完全に同等である． 
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 𝑑𝑑〈𝑋𝑋〉(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 →
𝑑𝑑〈𝑥𝑥〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓(〈𝑥𝑥〉) (4-10) 

以上より，1 階モーメント（期待値）の時間発展式と決定論的な式との違いは𝑓𝑓(〈𝑋𝑋〉)
と〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉の違いである．言い換えれば，𝑓𝑓を作用させる操作と，期待値を取る操作の順

番が変えられるかどうかの違いである． 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)が x に関して線形である場合： 
 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 

〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= � (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎� 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑏𝑏� 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
= 𝑎𝑎〈𝑋𝑋〉 + 𝑏𝑏 =

∞

−∞

∞

−∞
𝑓𝑓(〈𝑋𝑋〉) 

(4-11) 

 従って，𝑓𝑓(𝑥𝑥)が線形の場合は〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 = 𝑓𝑓(〈𝑋𝑋〉)であり，X の 1 階モーメント（期待値）

の時間発展式は決定論の式と同様の式となる．𝑓𝑓(𝑥𝑥)が𝑥𝑥に関して非線形である場合：

（例えば𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2） 
 

〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
= � 𝑥𝑥2𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 〈𝑋𝑋2〉

∞

−∞
 

𝑓𝑓(〈𝑋𝑋〉) = 〈𝑋𝑋〉2 

(4-12) 

一般的に〈𝑋𝑋〉2と〈𝑋𝑋2〉は等しくないため，𝑓𝑓(〈𝑋𝑋〉)は〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉と異なる．よって，𝑓𝑓(𝑥𝑥)が𝑥𝑥

に関して非線形である場合は，𝑋𝑋の 1 階モーメント（期待値）は決定論の式から解い

た解と必ずしも一致する保証がない．これは一見予想と違うが，例えば乱流問題と比

較すると，乱流の乱れ成分が平均流成分と比べて充分大きい場合は平均流成分にも影

響を及ぼすことと同じことである． 

 したがって，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2の場合は，x の 1 階モーメント（期待値）の時間発展式は， 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋〉

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 〈𝑋𝑋2〉 (4-13)  

である．式(4-13)は X の 1 階モーメント〈𝑋𝑋〉に関する常微分方程式であるが，それを解

くには X の 2 階モーメント〈𝑋𝑋2〉が必要である．〈𝑋𝑋2〉の時間発展式を導くと，式の中に

X の 3 階モーメント〈𝑋𝑋3〉が現れる．つまり，𝑋𝑋の𝑛𝑛階モーメントの式に X の𝑛𝑛 + 1階モ

ーメントが現れるため，何階のモーメントまでを考慮しても方程式の本数は永遠に未

知数の個数より少ないのである．これをモーメントの完結問題（Moment closure 

Problem）と呼ぶ． 

このことを先程と同様に乱流問題と比較する．レイノルズ平均モデルを用いる時は，

レイノルズ応力の本体は速度の乱れ成分の 2 階モーメントマトリックスである．レイ
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① ② 

ノルズ応力の時間発展式を詳しく導くと，乱れ成分の 2 階より高いモーメントが現れ

るため，永遠に解けなくなる．これは乱流問題における有名な乱流完結問題である．

これを解決するために，乱流モデルが必要になる．乱流モデルの役割は乱れ成分の n

階モーメントと，乱れ成分の n 階より低い階数のモーメントとの関係を構築すること

である．例えば，渦度粘性モデルはレイノルズ応力（2 階モーメント）と平均流成分

（1 階モーメント）の関係を示している．この確率過程におけるモーメントの完結問

題（Moment closure Problem）は本研究の困難点の 1 つである． 

 

 これまで，ランダム変数𝑋𝑋の 1 階モーメント（期待値）の時間発展を支配する方程

式を導き，それに関するモーメントの完結問題について述べてきた．しかし，一般的

にある確率密度関数𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)を表現するには，期待値と分散，つまり少なくとも１階と

２階モーメントが必要である．次に x の２階モーメントの時間発展式について説明す

る． 

 まず，x の 2 階モーメントは以下の性質を持っている． 
 

〈(𝑋𝑋 − 𝑥̅𝑥)2〉 = � (𝑥𝑥 − 𝑥̅𝑥)2𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= � (𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 〈𝑋𝑋2〉
∞

−∞
− 〈𝑋𝑋〉2 

(4-14

) 

従って，〈(𝑋𝑋 − 𝑥̅𝑥)2〉と〈𝑋𝑋2〉の内のいずれかを対象にすれば良い．以下では〈𝑋𝑋2〉を対象と

する．𝑋𝑋の２階モーメントの時間発展は 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋2〉

𝑑𝑑𝑑𝑑
=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝑥𝑥2𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
∞

−∞
� 𝑥𝑥2

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= � 𝑥𝑥2(−
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞

= � 𝑥𝑥2(−
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
)𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
+ � 𝑥𝑥2

1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
 

(4-15) 

 

１階モーメントの式と同じように項①と②を変形する． 
 

① = −� 𝑥𝑥2𝑑𝑑
∞

−∞
(𝑓𝑓𝑓𝑓) = −𝑥𝑥2𝑓𝑓𝑓𝑓| ∞−∞ + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥2

∞

−∞

= 2� 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞
= 2〈𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑋𝑋)〉 

(4-16) 
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② = � 𝑥𝑥2
1
2
𝜕𝜕2(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃

𝜕𝜕𝑥𝑥2
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
=

1
2
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑

𝜕𝜕(𝜎𝜎(𝑥𝑥))2𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕

∞

−∞

=
1
2
�𝑥𝑥2

𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕 � ∞−∞− ∫
𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑑𝑑𝑥𝑥2∞
−∞ �

= −� 𝑥𝑥
𝜕𝜕�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
= −� 𝑥𝑥 𝑑𝑑�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃

∞

−∞

= 𝑥𝑥�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2
𝑃𝑃| ∞−∞ + � �𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

−∞
= 〈�𝜎𝜎(𝑋𝑋)�

2〉 

まとめると， X の 2 階モーメントの時間発展式は 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋2〉

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 2〈𝑋𝑋𝑋𝑋(𝑋𝑋)〉 + 〈�𝜎𝜎(𝑋𝑋)�

2〉 (4-17) 

式(4-17)は，〈𝑓𝑓(𝑋𝑋)〉と〈�𝜎𝜎(𝑋𝑋)�
2〉は未知数であるから，𝑓𝑓(𝑥𝑥)と𝜎𝜎(𝑥𝑥)の具体的な形式を議

論しない限り，x のモーメントの式にならない．一番簡単の場合，例えば𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 +

𝑏𝑏，𝜎𝜎(𝑥𝑥) = 𝜎𝜎の場合，式(4-17)は以下のようになる． 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋2〉

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 2𝑎𝑎〈𝑋𝑋2〉 + 𝑏𝑏〈𝑋𝑋〉 + 𝜎𝜎2 (4-18) 

 ここで，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏は線形であるから，式(4-18)は x のモーメントの式となり，

モーメントの完結問題は存在しない．しかし，𝑓𝑓(𝑥𝑥)が非線形である場合，例えば𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥2，𝜎𝜎(𝑥𝑥) = 𝜎𝜎の場合， 
 𝑑𝑑〈𝑋𝑋2〉

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 2〈𝑋𝑋3〉 + 𝜎𝜎2 (4-19) 

 式(4-19)には X の３階モーメントが現れる．式(4-11)と合わせると，𝑓𝑓(𝑥𝑥)が非線形で

ある場合，モーメントの完結問題が現れることがはっきり分かる． 
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4-3  降雨流出過程の摂動解析 

 

前節で明らかにしたように，物理システムの時間発展を表す𝑓𝑓(𝑥𝑥)が非線形の場合，

モーメントの支配方程式には完結問題が存在する．それを解決するには 2 つの方法が

ある．1 つは乱流モデルのようにランダム変数の n 階モーメントと n 階より低い階数

のモーメントとの関係を構築すること（方法①），2 つ目の方法は非線形システムを

線形化すること（方法②）である． 

本研究では方法②を用いた．線形化手法の中で最も使われている手法の 1 つは摂動

解析法である．本節では降雨強度の不確実性を考慮した降雨流出過程を例とし，基礎

式に対して摂動解析を行い，非線形システムを線形化する． 

 

単一斜面における降雨流出の基礎式の摂動解析 

 

第 3 章に述べたように，降雨強度の不確実性を考慮した降雨流出過程の支配方程式

は以下のように表わせる． 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0𝑞𝑞𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞) (4-20) 

 降雨強度の不確実な成分𝑟𝑟′が平均成分𝑟𝑟(𝑡𝑡)に比べて十分小さい時，𝑟𝑟′を摂動パラメー

タで表現できる． 
 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0𝑞𝑞𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝜀𝜀′ − 𝑞𝑞) (4-21) 

ここに，𝑟𝑟′は𝑟𝑟(𝑡𝑡)と同じオーダーであり，𝜀𝜀は充分小さい摂動パラメータである．摂動

項𝜀𝜀𝜀𝜀′の影響によって，式(4-21)の解は以下のように書ける． 
 

𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝑞𝑞0(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑞𝑞1(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀2𝑞𝑞2(𝑡𝑡) + ⋯ (4-22) 

ここに𝑞𝑞0(𝑡𝑡), 𝑞𝑞1(𝑡𝑡), 𝑞𝑞2(𝑡𝑡)⋯は全て同じオーダーである．摂動パラメータ𝜀𝜀のべき乗をか

けることによって，方程式の解𝑞𝑞(𝑡𝑡)を𝜀𝜀のべき乗のオーダーごとに分離することがで

きた．次に，議論を簡単化するため，𝜀𝜀の 1 乗オーダーまで考慮する． 
 

𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝑞𝑞0(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑞𝑞1(𝑡𝑡) (4-23) 

 式(4-23)を(4-21)に代入すれば， 
 𝑑𝑑𝑞𝑞0 + 𝜀𝜀𝑞𝑞1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0(𝑞𝑞0 + 𝜀𝜀𝑞𝑞1)𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞0 − 𝜀𝜀𝑞𝑞1) 

𝑑𝑑𝑞𝑞0
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎0 �𝑞𝑞0𝛽𝛽 + 𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1(𝜀𝜀𝑞𝑞1)� (𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞0 − 𝜀𝜀𝑞𝑞1) 
(4-24) 
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𝑑𝑑𝑞𝑞0
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) + 𝜀𝜀𝑞𝑞0𝛽𝛽(𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞1)

+ 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑞𝑞0𝛽𝛽−1𝑞𝑞1(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) + 𝜀𝜀2𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1𝑞𝑞1(𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞1) 

𝜀𝜀の 0 乗オーダー方程式は 
 𝑑𝑑𝑞𝑞0

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) (4-25) 

𝜀𝜀の 1 乗オーダー方程式は 
 𝑑𝑑𝑞𝑞1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽(𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞1) + 𝑎𝑎0𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1𝑞𝑞1(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) (4-26) 

整理すると， 
 𝑑𝑑𝑞𝑞1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= (𝑎𝑎0𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) − 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽)𝑞𝑞1 + 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽𝑟𝑟′ (4-27) 

𝜀𝜀の0乗オーダー方程式(4-25)はランダム項のない決定論的なアプローチの式と同様

の式であり，𝑞𝑞0は決定論的なアプローチの解である．𝑞𝑞0を𝜀𝜀の１乗オーダー方程式

(4-27)に代入すると，式(4-27)は𝑞𝑞1に関する線形の方程式となる．したがって，𝑞𝑞1のモ

ーメント方程式を導けば，モーメントの完結問題を避けることができる． 

 

単一斜面における降雨流出基礎式の摂動解析に対する妥当性の検証 

 

上記に示した𝑞𝑞1についてのモーメント方程式を導出する前に，摂動展開した方程式

は本来の方程式の良い近似であるかどうかを検証する必要がある．式(4-20)から(4-27)

までの導出は降雨強度の不確実な成分（摂動成分）𝑟𝑟′が一般的な関数か，確率過程的

かに関わらず成立するため，検証の際は𝑟𝑟′(𝑡𝑡)を𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆関数と仮定する． 

 検証用問題を以下のように設定する． 

表 4-1 摂動解析の妥当性を検証する数値実験に使用する設定 

 平均降雨強度 パラメータ 
降雨強度の 

摂動成分 

記号 𝑟𝑟(𝑡𝑡) 𝑎𝑎0， 𝛽𝛽 𝑟𝑟′ 

設定 4(𝑚𝑚𝑚𝑚/ℎ) For (0 < t < 100Hour) 
𝑎𝑎0 = 0.047  

𝛽𝛽 = 0.4 
Sin 型 

 

摂動成分𝑟𝑟′がない時，つまり𝜀𝜀 = 0の場合の解を図 4-1に示す． 
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図 4-1  降雨強度が 4mm/h一定で降雨が１００時間続く場合の降雨流出過程．図に

示すように不確定性を考慮しなければ，ある一定値の降雨強度で一定時間降雨が

続くと，流出高の値は降雨強度の値と同じ値となり，ある定常状態に到達する． 

 
𝜀𝜀 = 0の場合，方程式は第３章に述べた決定論的な降雨流出の基本式と同様の式で

あり，その解も当然同じである．なお，この解は先述の摂動解析における𝜀𝜀の 0 乗オ

ーダー方程式の解𝑞𝑞0とも同様である．次に𝜀𝜀が 0 でない時，つまり，一定の降雨強度

の上で Sin 波形を加えた降雨の場合の流出過程を検討する． 

𝜀𝜀が 0 でない場合，解を得る方法は以下の 2 通り考えられる．１つは，𝜀𝜀の値を元の

支配方程式(4-21)に代入し，直接方程式を解く方法（方法①）である．図 4-2と図 4-3

に示した結果はこのようにして得られた結果である．2 つ目の方法は，先述の摂動解

析で得られた εの乗数が異なる方程式を順に解いていく方法（方法②）である．この

方法には，次の 3 つのステップがある．まず ε の 0 乗オーダー方程式(4-25)を解き，

q0(𝑡𝑡)が得られる．次に，q0(𝑡𝑡)を εの 1 乗オーダー方程式(4-27)に代入し，方程式を解

くことでq1(𝑡𝑡)が得られる．ここに注意すべき点は，以上の 2 つステップは𝜀𝜀の値と 2
関係ないことである．最後に，q0(𝑡𝑡)とq1(𝑡𝑡)を ε の 1 乗オーダーまで考慮した解であ

る式(4-23)に代入し，𝜀𝜀の値に応じてq(t)を求める． 
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図 4-2  降雨強度が一定値である場合と，一定値に Sin波形を加えた場合の降雨流

出過程の計算結果．赤線は図 4-1と同様に一定の降雨が続く場合の流出過程であ

る．また，青線は Sin波形を与えた場合の流出過程である．図に示すように，青

い線も赤い線の上である Sinの波形を加えた形に見える．これは摂動解析の仮定

とよく一致する．ある摂動項 r’を加えた時，その新しい解は，元の解と摂動項に

よって生じた解の線形和として表現される． 

方法②は摂動解析の結果を用いている．一見方法②のほうが複雑なように見えるが，

実際方法①は𝜀𝜀の値に応じて毎回微分方程式を解かなければならないのに対して，方

法②は𝜀𝜀の値に関わらず，2 回微分方程式を解けばよいだけある．𝜀𝜀の値に応じて計算

を行えば，最後に解q(t)が得られる．そのため，実際計算を行う際には，方法②が遥

かに簡単である．ただし，方法①は直接支配方程式を解くことに対して，方法②は𝜀𝜀の

1 乗オーダーの精度まで取った近似的な解き方である．次に，この近似の妥当性を検

証する． 
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図 4-3  摂動パラメータ𝜀𝜀 = 0.2, 0.5, 1, 3の時の計算結果．摂動パラメータ𝜀𝜀の大きさ

が流出過程に与える影響がわかる．  

 

 

図 4-4  方法①（支配方程式を直接解く方法）と方法②（摂動解析で得られた方程

式を解く方法）を用いて，摂動パラメータを𝜀𝜀 = 0.2, 0.5, 1, 3と変えた場合の計算結

果．実線は方法①の結果，点線が方法②の結果である． 
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図 4-4は方法①と方法②を用いて計算した結果を示している．点線と実線の差は目

に見えないほど小さい．ここで𝜀𝜀が最も大きい値を取る時，降雨の時系列は4 + 3 ∗

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(2𝑡𝑡/25𝜋𝜋)mm/h となる．Sin 波形の最大値が平均降雨強度 4mm/h の 75%（3mm/h）

となっても，𝜀𝜀の 1 乗オーダーの精度まで取った方程式は元の支配方程式の解に対し

て良い近似であることが分かった． 
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4-4  降雨の不確定性を考慮した降雨流出過程のモーメント方程式 

 

単一斜面における降雨流出の基礎式のモーメント方程式 

 

 ここまでの議論で，流出高の確率密度関数の時間発展を追う Fokker-Planck 方程式

が高次元である場合は，解析的及び数値的に解である確率密度関数を求めることが困

難であるため，代わりにランダム変数のモーメントの時間発展を追う方法を提案した．

しかし，考える物理システムが非線形ならば，モーメント方程式には完結問題が現れ

るため解が求められない．そのため，前節では，摂動解析を用いて非線形である降雨

流出基礎式の解の平均からずれる成分を線形化した．そのことよって，降雨の平均か

らずれる成分がランダム変数であるならば，それに対応する Fokker-Planck 方程式の

モーメント方程式を導くことが可能となった．本節では，非線形である単一斜面にお

ける降雨流出基礎式の解（流出高）の確率密度関数の期待値及び分散，つまり 1 階及

び 2 階モーメントの時間発展方程式を導出する． 

 前節で示したように，摂動解析をした後の方程式は以下のように表わせる． 
 𝑑𝑑𝑞𝑞0

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) (4-25) 

 𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑

= (𝑎𝑎0𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) − 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽)𝑞𝑞1 + 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽𝑟𝑟′ (4-27) 

簡単化のため，以下の記号を用いる． 

 
𝐴𝐴0(𝑡𝑡) = (𝑎𝑎0𝛽𝛽𝑞𝑞0𝛽𝛽−1(𝑟𝑟(𝑡𝑡) − 𝑞𝑞0) − 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽) 

𝐵𝐵0(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0𝑞𝑞0𝛽𝛽 
(4-28) 

𝜀𝜀の１オーダー方程式は以下のようになる． 

 𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴0(𝑡𝑡)𝑞𝑞1 + 𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝑟𝑟′ (4-29) 

式(1-27)を伊藤の確率微分方程式の形式に書き換えると， 

 𝑑𝑑𝑞𝑞1 = 𝐴𝐴0(𝑡𝑡)𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿𝑑𝑑𝑑𝑑 (4-30) 

それと対応する Fokker-Planck 方程式は 

 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑞𝑞1, t)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐴𝐴0(𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑞𝑞1𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞1

+
�𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿�

2

2
𝜕𝜕2𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑞𝑞12

 (4-31) 

である．式(4-8)及び式(4-17)を用いると𝑞𝑞1の１階と２階モーメントの時間発展を支配

する方程式が得られる． 
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 𝑑𝑑〈𝑥𝑥〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 〈𝑓𝑓(𝑥𝑥)〉 (4-8) 

 𝑑𝑑〈𝑥𝑥2〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2〈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)〉 + 〈�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2〉 (4-17) 

 

 𝑑𝑑〈𝑥𝑥〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 〈𝑓𝑓(𝑥𝑥)〉 →
𝑑𝑑〈𝑞𝑞1〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 〈𝐴𝐴0(𝑡𝑡)𝑞𝑞1〉 →
𝑑𝑑〈𝑞𝑞1〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞1〉 (4-32) 

 

𝑑𝑑〈𝑥𝑥2〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2〈𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)〉 + 〈�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�
2〉 →

𝑑𝑑〈𝑞𝑞12〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2〈𝑞𝑞1𝐴𝐴0(𝑡𝑡)𝑞𝑞1〉 + �𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿�
2
 

→
𝑑𝑑〈𝑞𝑞12〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞12〉 + �𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿�
2
 

(4-33) 

以上をまとめると，𝑞𝑞1の 1 階モーメントの時間発展式は， 

 

 𝑑𝑑〈𝑞𝑞1〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞1〉 (4-34) 

𝑞𝑞1の 2 階モーメントの時間発展式は， 

 

 𝑑𝑑〈𝑞𝑞12〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞12〉 + �𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿�
2
 (4-35) 

この 2 本の式は本ノートが得られた成果である．次に，この式の妥当性を検証する． 

 

単一斜面における降雨流出基礎式に対するモーメント方程式の妥当性の

検証 

  

 本研究ここまでの内容をまとめる．不確実性を有する物理システムの時間発展を求

める方法は以下に示す３つである．方法①：サンプリング法．不確実性がある物理量

に対して乱数を発生させ，決定論と同じように計算を大量に行い，得られた結果の分

布を作成する．方法②：Fokker-Planck 方程式に初期分布を与え，方程式を解く方法．

方法③：本研究で提案したモーメント方程式(4-34)及び(4-35)を解く方法． 

次に，上記 3 つの方法から得られた結果を比較する．検証問題の設定は全て同一条

件とした． 
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 基本式： 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑎𝑎0𝑞𝑞𝛽𝛽(𝑟𝑟(𝑡𝑡) + 𝑟𝑟′ − 𝑞𝑞) (4-36) 

 

 平均降雨強度 パラメータ 
降雨強度の 

摂動成分 

記号 𝑟𝑟(𝑡𝑡) 𝑎𝑎0， 𝛽𝛽 𝑟𝑟′ 

設定 4(𝑚𝑚𝑚𝑚/ℎ) For (0 < t < 100Hour) 
𝑎𝑎0 = 0.047  

𝛽𝛽 = 0.4 

𝑇𝑇𝑇𝑇 = 1𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅
= 0.3𝑚𝑚𝑚𝑚/ℎ 

 

表 4-2 

検証問題の条件を表 4-2 に示す．表 4-2 は設定した降雨強度を図示したものである． 

 

図 4-5  検証問題に設定した降雨強度 

  

方法①，つまりサンプリング法を用いて得られた結果を図 4-6 に示す． 
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図 4-6  方法①（サンプリング法）の計算結果（サンプル数=1とした場合）．降雨

強度の不確実性が流出高に及ぼす影響がはっきり見える． 

 

図 4-7  方法①（サンプリング法）の計算結果（サンプル数=10とした場合）．流出

高の計算結果は，ある幅があるように見える．雨が止むと，その幅は徐々になくな

る． 
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図 4-8  方法①（サンプリング法）の計算結果（サンプル数=500とした場合）．ここ

で注意すべき点は，流出高はある幅を持っているが，その幅の上下限値が発生する

ことは非常に稀である． 

 

 

図 4-9  方法①（サンプリング法）を用いた時の流出高ｑの平均値＜ｑ＞（ｔ）の

計算結果．サンプリング法から得られた結果の平均を取ると，簡単に求められ

る． 
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図 4-10  方法①（サンプリング法）を用いた時の流出高ｑの分散＜ｑ２＞（ｔ）の

計算結果． 

 

 

               T=10hour     T=50hour   T=100hour 

図 4-11  Fokker-Planck方程式（FPE）を解いて求めた流出高 qに関する確率密度関

数 p(q,t)の時間発展．（初期条件として極めて分散の小さい正規分布を与え，降雨の

標準偏差σ，時定数 TLは一定値として FPEを解いている．） 
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図 4-6から図 4-10はサンプリング法を用いて検証問題を計算した結果である．図 4-6

から図 4-8を見ると，降雨強度のランダム成分𝑟𝑟′(𝑡𝑡)の統計性質が全く同じでも，サン

プル数が増えると，平均値から大きくずれるケースが生じることが分かる．図 4-9と

図 4-10に流出高 q(t)の平均値と分散を示す．平均値と分散は，それぞれ q(t)の 1 階お

よび 2 階モーメントである．サンプル数が増えるほど，平均値と分散は安定すること

が分かる．この結果は，直感と一致する． 

 次に方法②， Fokker-Planck 方程式を用いて検証問題を解いた結果を示す． 

  図 4-11から図 4-15は，Fokker-Planck 方程式から得られた結果とサンプリング法

から得られた結果との比較である．図 4-12から図 4-14に示すように，どの時刻で見

ても，Fokker-Planck 方程式の解とサンプリング法の解が一致することが分かった． 

図 4-15は，決定論的方程式(4-25)の解と Fokker-Planck 方程式を解いて得られた流

出高 q に関する確率密度関数の平均値との比較である．ここで，Fokker-Planck 方程

式の数値解は，q が小さい時には非常に不安定であるため，積分できないない．その

ため，q が小さい時の q の平均値は正しく計算できない．（図中の右下端及び左下端

部）なお，理論上 q の分散を求めることができるが，ここに〈q2 〉のオーダーはせい

ぜい 0.005[mm/h]程度であるから，Fokker-Planck 方程式を数値解析する際の数値誤差

がそのオーダーを遥かに超えており，計算できない． 

 最後に，本研で究提案した方法③を用いて，検証問題を解く． 

𝑞𝑞1の１階モーメントの時間発展式は， 

 𝑑𝑑〈𝑞𝑞1〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞1〉 (4-37) 

𝑞𝑞1の 2階モーメントの時間発展式は， 

 𝑑𝑑〈𝑞𝑞12〉
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2𝐴𝐴0(𝑡𝑡)〈𝑞𝑞12〉 + �𝐵𝐵0(𝑡𝑡)𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿�
2
 (4-38) 

 ここに，q1 は q0 からのずれである．その初期値は< q1>は 0 である．A0(t)は q1 と無

相関の関数であるから，式(4-34)より，その解は< q1> (t)=0 となる．つまり，平均値か

らみると，< q0>と< q1>には差がないということである． 
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図 4-12  T=10hourの時における Fokker-Planck方程式の解とサンプリング法の解

との比較． 

 

図 4-13  T=50hourの時における Fokker-Planck方程式の解とサンプリング法の解

との比較． 
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図 4-14  T=100hourの時における Fokker-Planck方程式の解とサンプリング法の

解との比較． 

 

図 4-15  決定論的方程式の解と Fokker-Planck方程式を用いて求めた流出高ｑに

関する確率密度関数の平均値＜ｑ＞（ｔ）との結果の比較． 
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図 4-16  モーメント法を用いた流出高ｑの分散＜ｑ２＞（ｔ）の計算結果．青い線

から赤い線は，サンプリング法による計算結果を示している．サンプリング回数

は 10回から 5000回である．サンプリングの回数が増えると，流出高ｑの分散値

は次第に黒い線に近づく傾向があるように見える．黒い線は本研究で提案した摂

動解析とモーメント方程式を合わせて解析する手法の計算結果である．提案した

手法は分散＜ｑ２＞に関する微分方程式を解くだけであり，必要な計算時間はほぼ

無視できるレベルである．それに対して，サンプリング法は常微分方程式を大量

に解かなければならない．ここに本研究が提案する手法の優位性がある． 
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第5章  確率微分方程式論に基づく不確実性を
考慮した物理システムの予測手法 

5-1  はじめに 

 

 分野に関わらず，決定論に基づく物理システムの予測は，簡単に言えば，以下の３

つのステップを踏む．①実現象を良く再現できるモデルを構築する．②パラメータを

過去の観測，実験データから同定する．③初期条件，境界条件を与え，予測を行う．

3 つのステップの中で最も重要なステップは，第 1 ステップである．第 1 ステップの

重要かつ困難な点は，モデルが対象とする物理システムを良く再現できたかどうかを

評価することである． 

 決定論に基づく予測は，一般的に計算結果と観測結果が最も合うようなモデルが最

適なモデルと考えられている．その評価基準は各時刻の観測値と計算値の差の自乗和

である．したがって，パラメータの同定もその自乗和が最小になるように最適なパラ

メータを決定している． 

 工学が対象とする物理システムに対して，計算結果と観測値が完全に一致すること

はほぼ皆無であり，一般的に観測値と計算値の差を“誤差”と呼ぶ．“誤差”という

言葉は，英語だと Error であり，誤りによって生じる差のイメージである．その“誤

り”は実際，第二章に述べたように，観測、モデルの構造とパラメータの不確実性で

ある．その不確実性を不確実性として扱うか，あるいは“誤り”として扱うかは，本

研究と従来の方法の本質的な相違点である． 

 一方，気象学や海洋学の分野においてよく用いられている予測手法であるデータ同

化は，観測、モデルの構造およびパラメータの不確実性を考慮した予測手法であり，

その本質は，本研究と一致している．これらの分野においては，物理法則などの法則 

に基づいて時空間シミュレーションモデルを構成し，これの計算を行なうことで，実

際の地球システムなどの再現，解明，予測を行なうことになる．その際に，システム

の持つ非線形性が原因となり，初期条件や境界条件さらにはモデルに含まれるパラメ
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ータの不確実性によって，シミュレーション結果が現実の現象から乖離した，著しく

不適切なものとなることが問題となる．データ同化の目的は，実際の観測を取り込む

ことによって，これらシミュレーションにおける初期条件，境界条件ならびにシミュ

レーションモデルに含まれるパラメータの不確実性を制約することである． 

 しかし，データ同化は，物理システムの不確実性の物理意味を考慮せずに，その不

確実性の性質を統計的な手法を用いて観測データから同定する．よって，データ同化

は異なる原因で生じる不確実性がシステムに及ぼす影響を評価することができない．

それに対し，本研究が提案した確率微分方程式による確率過程の表現は，不確実性の

物理的な意味が非常に明確であり，データ同化と結合し，より良い予測手法を構築で

きる． 

 本章は，降雨強度の不確実性を考慮した降雨流出過程を例として，第 3 章、第 4 章

で提案した確率微分方程式による確率過程の表現に基づく，データ同化の逐次同化理

論と結合した新たな予測手法を提案し，その妥当性を利根川上流域のダム流域で検証

した． 

 

5-2  データ同化 

 

 データ同化の基本的な考え方 

 

 データ同化は不確実性のあるシステムを予報する手法であり，近年における気象

分野でよく使用されている．代表的なデータ同化手法はフィルタリング理論と 4 次元

変分法である．データ同化の基本的な考え方を以下の図−5 に示す． 

データ同化はシステムの時間発展を状態空間の中の点の運動と見なす．状態空間の中

の点は状態ベクトル X=(x_1,x_2,⋯,x_n)で表現する．点の運動は微分方程式に支配さ

れる． 

決定論的な予報手法では，ある時刻の状態空間の点の位置を与えれば，そのあと点

の運動軌跡を計算によって求めることができるが，データ同化の基本概念は，ある時

刻のシステムの状態は不確実性があるために，状態空間の一点に定めることが出来な

い．そのため, ある時刻のシステムの状態は状態空間上の確率密度関数で記述する必

要がある． 
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図 5-1  データ同化の概念図．ここに，横軸は時間であり，縦軸はある時刻のシス

テムの状態を表す値である. データ同化には 2つのステップがある．ステップ 1

は予測である．時刻 k-1のシステムの状態の確率密度関数を用いて，時刻 kの状

態の確率密度関数を予測する．この予測結果を事前確率密度と呼ぶ．ステップ 2

はイノベーションである．時刻ｋの事前確率密度と観測値を用いて，時刻 kの事

後確率密度関数を計算する．この事後確率密度関数は時刻ｋの観測情報を考慮し

た，時刻ｋの最終的な予測である． 

 

 通常, データ同化には 2 つのステップがある．ステップ 1 は予測である．時刻 k-1

のシステムの状態の確率密度関数を用いて，時刻kの状態の確率密度関数を予測する．

この予測結果を事前確率密度と呼ぶ．ステップ 2 はイノベーションである．時刻ｋの

事前確率密度と観測値を用いて，時刻 k の事後確率密度関数を計算する．この事後確

率密度関数は時刻ｋの観測情報を考慮した，時刻ｋの最終的な予測である． 

ステップ 1 の予測手法の違いによって，様々な同化の手法が提案されている．その

中にカルマンフィルタがよく降雨流出の予測に応用されている. 本研究は式(9)の

Fokker-Planck 方程式を用いる．さらに，事前確率密度関数と観測値の関係から，拡散

係数σを同定する． 
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拡張カルマンフィルタを用いた実時間流出予測 

 

 貯留関数法を用いた流出予測システムの基本式 6)は以下のように書ける： 

状態方程式： 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑓𝑓1𝑟𝑟(𝑡𝑡 − 𝑇𝑇𝐿𝐿) − �
𝑠𝑠(𝑡𝑡)
𝐾𝐾
�

1
𝑝𝑝

+ 𝑣𝑣′(𝑡𝑡) 
（5-1) 

出力方程式： 

 𝑞𝑞(𝑡𝑡) =
𝐴𝐴

3.6
�
𝑠𝑠(𝑡𝑡)
𝐾𝐾
�

1
𝑝𝑝

 （5-2) 

観測方程式： 

 𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑞𝑞(𝑡𝑡𝑘𝑘) + 𝑤𝑤𝑘𝑘′(𝑡𝑡) （5-3) 

ここに，s(t)は時刻tの貯留高，𝑟𝑟(𝑡𝑡)は降雨強度，𝑞𝑞(𝑡𝑡)は下流段支配断面の流量，𝑦𝑦𝑘𝑘は時

刻𝑡𝑡𝑘𝑘における下流の支配断面の観測流量，𝑓𝑓1，𝑇𝑇𝐿𝐿，K，pはモデルのパラメータ，𝐴𝐴は流

域面積，𝑣𝑣′(𝑡𝑡)はシステムノイズ，𝑤𝑤𝑘𝑘′(𝑡𝑡)は観測ノイズである。 

 

図 5-2  カルマンフィルタの概念図．ステップ 1は予測である．カルマンフィルタ

は物理システムを線形化し，平均値と分散の時間発展を求めることで予測する．

ステップ 2はイノベーションである．計算分布と観測値を合わせ，最小分散推定

を用いて，推定分布を求める． 
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5-3  降雨強度の不確実性を考慮した予測手法の開発 

 
貯留関数法の基本式は式(4)の山田モデルと等価であることは過去の研究ｘ）によっ

て明らかされている．ノイズ𝑣𝑣′(𝑡𝑡)を加えると，式(10)が確率微分方程式になった．そ

れと対応するFokker-Planck方程式を直接用いれば，状態変数の分布の時間発展を求め

ることができる. 一方で, 拡張カルマンフィルタは逐次，最新の状態量の推定値の周

りにテイラー展開を用いて方程式を線形化する．それによって状態変数の分布の期待

値と分散の時間発展を求める． 

Fokker-Planck方程式を直接用いた手法と比べて，方程式を線形化することは計算上

容易になったが，方程式に非線形性が強い場合では，誤差が生じる．なお，拡張カル

マンフィルタはシステムノイズの物理的な意味を全く表現することができない． 

 以上の 2 つの問題点に対して, 本研究は状態量の分布の時間発展を提案した式(9)を

用いることで，方程式を非線形の状態のまま解くことができる. さらに，ノイズ成分

は降雨の不確実性の物理的な解釈を付けることができる．言い換えれば，降雨の不確

実性が流出予測にどのような影響を与えるかが分かる。 

 

 計算手法 

 
 式(9)のFokker-Planck方程式を用いて降雨流出計算を行うには，拡散係数𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿を

同定する必要がある．𝜎𝜎の物理的な意味は降雨強度の分散，�𝑇𝑇𝐿𝐿は降雨強度の時定数で

あるが，直接的に降雨強度の観測値から同定するには，時間，空間的に非常に高い分

解能を持った観測データが必要である．本研究は，拡張カルマンフィルタのような逐

次フィルタの考え方を用いて，事前予測値と観測値の差から，拡散係数𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿の同定を

行う． 

前節に述べたように，時刻k-1の確率密度関数を与えれば，式(9)のFokker-Planck方程

式を用いて時刻kの確率密度関数を計算できる．一般的な同化手法は，時刻k-1の事前

予測と観測値を用いて，時刻k-1の確率密度関数を推定するが，ここでは，簡単のため，

観測値を真値とする．つまり, 観測方程式が無くなり，時刻k-1の確率密度関数は観測

値を中心点とするディラックのデルタ関数になる． 

 第3章において議論した草木ダム流域を再び例とする．流出高𝑞𝑞に関して，観測デー

タは1時間ごとのデータである．時刻k-1の観測値が𝑞𝑞𝑘𝑘−1𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂だとすると，時刻k-1の𝑞𝑞の確

率密度関数は𝛿𝛿(𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑘𝑘−1𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)である． 
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図 5-3  計算のフローチャートを示す．図に示すとおり，3つのステップがある．

ステップ１は開始時刻の流出高を初期条件として設定し，0thオーダーの方程式を

解く．ここに注意すべき点は，0thオーダーの方程式は決定論の方程式と一致して

いる点である．これは降雨強度の不確実性がホワイトノイズであり，そのノイズ

の平均値は 0になっている．ステップ２はステップ１から得られた結果を用い

て，モーメント方程式の係数を求める．ステップ３はモーメント方程式を解く．

ここにもう一つ注意すべき点がある．モーメント方程式を解くには初期条件が必

要である．ここの初期条件を 0と設定するのは，観測値が真値だと仮定している

ことを意味する． 

 

 計算に用いた雨量データは1時間平均データである，それは観測の時間間隔と一致

する．𝛿𝛿(𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑘𝑘−1𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂)を初期条件として，式(9)を解くと，1時間後の𝑞𝑞の確率密度関数が得

られる．その解は近似的に平均𝑞𝑞𝑘𝑘，標準偏差A𝑘𝑘𝜎𝜎�𝑇𝑇𝐿𝐿の正規分布になる．ここに，A𝑘𝑘は

式(9)を数値的に解くことによる決まるものであり，𝑞𝑞𝑘𝑘は決定論的な解の時刻kの𝑞𝑞であ

る．なお，降雨強度の分散は平均降雨強度と関係あると考えられるので，本研究は降

雨強度の分散𝜎𝜎は平均降雨強度と線形関係すると仮定する．つまり𝜎𝜎(𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟(𝑡𝑡)と
置き，𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛は無次元量である． 

 これで，時刻kの観測値は確率密度密度関数𝑁𝑁(𝑞𝑞𝑘𝑘, A𝑘𝑘𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟(𝑡𝑡𝑘𝑘)�𝑇𝑇𝐿𝐿)のサンプルと見

なすことができる．つまり，任意の時刻kに対して，統計量(𝑞𝑞𝑘𝑘𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 − 𝑞𝑞𝑘𝑘)/A𝑘𝑘𝑟𝑟(𝑡𝑡𝑘𝑘)は正規

分布𝑁𝑁(0,𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛�𝑇𝑇𝐿𝐿)に従う．この関係を用いて，𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛を同定することができる．  
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 計算結果 

 

 本節は，前節に紹介した降雨強度の不確実性を考慮した予測手法を用いて，実際の

草木ダム流域に応用して，その結果を検討する．対象とする降雨イベントは草木ダム

における 1978 年から 2013 年までの 22 回の洪水イベントである． 

 

 

図 5-4  草木ダム流域(254km2)における降雨イベント．この図は，降雨のイベント

全体の予測区間を示している．予測区間の算出方法は図 5-3に示している．流出

過程すべての観測値がある時間を開始時刻として設定し，前節に紹介した計算ス

テップを振り返せば，イベント全体の予測区間を計算することができる．注目す

べき点は，降雨強度が強いほど，予測の区間の拡張速度が早く見えることであ

る．その理由は，用いられる式は降雨強度の不確実性を考慮しているため，降雨

強度が強いほど拡散係数が大きいためである．なお，イベント全体から見れば，

観測値はほとんど予測区間内に入っていることが分かる． 
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図 5-5  草木ダム流域(254km2)の降雨イベント．1983年 08月 14日 0時から始ま

る降雨イベントのピーク付近の拡大図である．赤い点は観測値であり，青い色の

空間は予測区間である．この図から，各開始時刻から得られた予測区間が重なっ

ている様子を明確に視認することができる．なお，観測値は予測区間の範囲内に

入っていることが分かる． 
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図 5-6  草木ダム流域(254km2)における 1983年 08月 14日 0時から始まる降雨イ

ベント．この図は開始時刻が 71時における予測区間を示している．予測の時間

的な長さは 6時間である．ここに，6時間先と設定した理由は，気象庁が 6時間

の降雨予測を公表しているため，本研究によって提案した手法を現実のリアルタ

イムの洪水予測に使う時にその降雨予測が使える点である．しかし，現段階で考

慮している不確実性は実測降雨が捉えない時間の中のふらつきである．気象庁の

降雨予測を使うのであれば，その降雨予測の不確実性を考慮しなければならな

い．それゆえ, 単純化のため，過去の降雨イベントの実測降雨データを使った． 

 

図 5-7  草木ダム流域(254km2)における 1983年 08月 14日 0時から始まる降雨イ

ベント．この図は開始時刻が 71時間の 6時間先の予測分布である．この図から

得られた解釈を以下に示す：現在の時刻は 71時である．気象庁の予測から見る

とこの先 6時間は大雨が降る．現時刻の流出高を用いて 6時間先の流出高の予測

分布が分かる．この分布を用いて，設計基準を超えるような流出が発生するリス

クを計算することができる． 
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5-4  モーメント方程式から偏微分方程式への拡張 

 

 前節は本研究によって提案されたモーメント方程式を用いた降雨強度の不確定性

を考慮した流出過程の予測手法の計算方法と結果を議論した．モーメント方程式は第

3 章の Fokker-Planck 方程式に基づいた式である．モーメント方程式は，元の Fokker-

Planck 方程式の一つの漸近的な解法とも言える．当然なから，モーメント方程式を解

くことは，元の Fokker-Planck 方程式を解くことに比較して簡単であると言える（常

微分方程式対偏微分方程式）．しかし，現在用いられている決定論的な方程式は一層

のモデルであり，常微分方程式である．それと対応している Fokker-Planck 方程式も

同様に解くことは困難ではない．ゆえに，モーメント方程式を使うか，直接 Fokker-

Planck 方程式を解くか. どっちにしても求解に費やす労力と工夫はほぼ同じである．

次は本研究が提案した手法を, 元の決定論的な式が連立偏微分方程式の場合まで拡張

し適用する． 

 

 常微分方程式から連立常微分方程式への拡張 

 

伊藤の確率微分方程式の一般的な形式は以下のように書ける： 

 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑋𝑋)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎(𝑋𝑋)𝑑𝑑𝑑𝑑 (5-4) 

ここに，大文字の𝑋𝑋は確率変数を表す．𝑑𝑑𝑑𝑑は標準的な Winner 過程である．(5-4)式と

対応する Fokker-Planck 方程式は以下の(5-5)式に表す.  

 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1
2
𝜕𝜕2�𝜎𝜎(𝑥𝑥)�

2
𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝑥𝑥2  (5-5) 

ここに，𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は確率変数𝑋𝑋は時刻𝑡𝑡における確率密度関数である．ここに注意すべき

点は, 𝑥𝑥は確率変数ではない点である．次は連立の常微分方程式の場合について考え

る．伊藤の確率微分方程式の形式では, 連立確率常微分方程式は以下のように書ける： 

 𝑑𝑑𝑋⃑𝑋 = 𝐹⃑𝐹�𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎⃑⃑𝜎(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑊𝑊���⃑  (5-6) 

ここに，𝑋⃑𝑋 = (𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,⋯𝑋𝑋𝑛𝑛)はシステムの状態ベクトルである．𝐹⃑𝐹�𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡�はシステムの時

間発展を支配する決定論の部分である．𝜎⃑⃑𝜎(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)は外力の共分散行列である．状態ベク

トルの各成分に作用するランダム外力はお互いに相関がない場合は𝜎⃑⃑𝜎(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)は対角行

列になる．𝑊𝑊���⃑ (𝑡𝑡)は𝑛𝑛次元の Wiener 過程である．微小時間𝑑𝑑𝑑𝑑の間に𝑛𝑛次元の Wiener 過程

に従う時系列𝑊𝑊���⃑ (𝑡𝑡) の変化量 𝑑𝑑𝑊𝑊���⃑ は，平均が 0 ，共分散行列が対角行列

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(√𝑑𝑑𝑑𝑑,√𝑑𝑑𝑑𝑑,⋯√𝑑𝑑𝑑𝑑)の𝑛𝑛次元ガウス分布に従う．𝜎⃑⃑𝜎(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑊𝑊���⃑ はシステムに作用するラ
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ンダム外力を表現する． 

 (5-6)式のような伊藤の確率方程式に対して，状態ベクトル𝑋⃑𝑋 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,⋯𝑥𝑥𝑛𝑛)の存在

確率密度関数𝑝𝑝(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)の時間発展を支配する Fokker-Planck 方程式が存在する． 

 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −�
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖

�𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)𝑝𝑝(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+
1
2
��

𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗
�𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)𝑝𝑝(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)�

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 
(5-7) 

ここに，𝑓𝑓𝑖𝑖�𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡�は𝐹⃑𝐹�𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡�の成分であり，𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖は共分散行列𝜎⃑⃑𝜎(𝑋⃑𝑋, 𝑡𝑡)の成分である．𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖は
拡散係数行列であり，𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖と𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖の関係は以下の式で表す： 

 𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡) = �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡)𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥⃑𝑥, 𝑡𝑡) (5-8) 

式(5-7)で表す Fokker-Planck 方程式は，外見上は第 3 章で導いた Fokker-Planck 方程式

であるが，式(5-7)の次元数は第 3 章の Fokker-Planck 方程式より遥かに大きい．確率

密度関数を展開して書けば，𝑝𝑝(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑡𝑡)になる．Fokker-Planck 方程式の次元は，

実空間の次元ではなく，対応する決定論の式の位相空間の次元である。例えば二段三

層の時は方程式の状態変数は 5 つあり，それと対応する Fokker-Planck 方程式は 5 次

元の式になり，直接解くことは非常に困難である．つまり，状態変数が多い場合は，

本研究によって提案したモーメント方程式は柔軟に対応し応用の幅が広いと言える． 

 

 連立常微分方程式と偏微分方程式 

 

5-4  節で解決したい問題は，偏微分方程式に支配されている物理システムに不確

実を考慮すると，その不確実性の効果を評価する方法を如何にして探すかである． 5-

4-1  節に，連立常微分方程式なら，不確実性を評価する方法が存在することを明らか

にした．もし偏微分方程式と連立常微分方程式の関係が分かれば， 5-4-1  節に議論

した方法を偏微分方程式に適用できることが期待される． 

偏微分方程式は連立常微分方程式より近似できる．最も簡単の考え方は空間離散化

である．以下の式(5-9)の一次元の線形移流方程式を対象として説明する． 

 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐶𝐶
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 (5-9) 

ここに，𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は任意の物理量であり，𝐶𝐶は移流速度である．式(5-9)の解は，初期の

波形が移流速度𝐶𝐶で𝑥𝑥方向に進む，わざわざ空間離散化を行い数値計算するまでもなく

わかる．しかし，偏微分方程式と連立常微分方程式の関係を説明するために方程式
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(5-9)を空間的に離散化する． 

 

図 5-8  偏微分方程式と連立常微分の関係を示す．図のように，偏微分方程式を

空間的に離散化することで未知関数 u(x,t)が関数ベクトルu�⃑ (𝑡𝑡) = (𝑢𝑢1(𝑡𝑡),𝑢𝑢2(𝑡𝑡),⋯ )

になり, 偏微分方程式は連立常微分方程式となる．逆に, Δxが 0に近づくと，連

立常微分方程式は偏微分方程式に戻る． 

 

 この関係を用いることで，不確実性を有する偏微分方程式の解析が可能になった．

まずは以下の式(5-10)を対象とする． 

 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐶𝐶
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑟𝑟′(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) (5-10) 

式(5-10)は方程式(5-9)の右辺にランダム的な外力𝑟𝑟′(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)を加えたものである．離散化

をすると，以下の形式になる． 

 𝑑𝑑𝑈𝑈𝑖𝑖 =
𝐶𝐶

2∆𝑥𝑥
(𝑈𝑈𝑖𝑖+1 − 𝑈𝑈𝑖𝑖−1)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑑𝑑𝑤𝑤𝑖𝑖 (5-11) 

式(5-11)は式(5-6)の伊藤確率微分方程式形式の連立確率常微分方程式と一致している．

つまり，第 3 章と第 4 章が議論した手法は式(5-11)に使うことができる．詳細な導出

方法は付録を参考して頂きたい．結論を言えば，式の 2 階モーメント方程式を導き，

Δxが 0になる極限を取ると，以下の偏微分方程式が得られる． 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝐶𝐶

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝐶𝐶
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝜎𝜎2

 （5-12) 
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 ここにすべての𝜎𝜎𝑖𝑖が𝜎𝜎だとする．式（5-12)はランダム変数関数𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)の共分散

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)の時間発展に関する方程式である．𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)は以下のように定義する： 

 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑈𝑈(𝑦𝑦, 𝑡𝑡)) （5-13) 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)は, 𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)の 2 階モーメントとも言える．まとめると，式（5-12)を解けば，

𝑈𝑈(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)の分布の 2 階モーメントまでの情報を手に入れることができる． 

 

 開水路 1次元不定流 

 

 

図 5-9  開水路一次元不定流の模式図．右辺は各記号の意味である．最も単純な

場合を考える，開水路の断面は一様な矩形断面を想定する．河川勾配も一定とす

る．この場合，開水路不定流の状態変数は水深ℎ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)と単位幅流量𝑞𝑞(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)で決ま

る． 

 

 一次元開水路流れにおける連続式および運動方程式は以下の 2 つ式である。 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 （5-14) 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑍𝑍𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝑆𝑆𝜏𝜏𝑏𝑏
𝜌𝜌

= 0 （5-15) 
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 ここに，𝑥𝑥：流下方向座標，𝑡𝑡：時間，𝐴𝐴：断面積，𝑄𝑄：流量，𝑣𝑣：断面平均流速，𝑍𝑍𝑠𝑠：
水位，𝑆𝑆：潤辺，𝜏𝜏𝑏𝑏：底面せん断応力，𝜌𝜌：密度，𝑔𝑔：重力加速度である．広幅長方形

断面水路については， 

 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵ℎ,𝑄𝑄 = 𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝑆𝑆 = 𝐵𝐵 （5-16) 

が成立する。（𝐵𝐵：水路幅，ℎ：水深，q：単位幅流量）。底面せん断応力は Manning

則で表現する。 

 
𝜏𝜏𝑏𝑏
𝜌𝜌

= 𝑔𝑔ℎ𝐼𝐼𝑓𝑓 =
𝑔𝑔𝑛𝑛2𝑣𝑣2

ℎ1/3  （5-17) 

式（5-16)と（5-17)を式（5-15)と（5-14)に代入すると．（5-15)と（5-14)は以下のよう

になる． 

 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 （5-18) 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔ℎ
𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑔𝑔ℎ𝑖𝑖0 +
𝑔𝑔𝑛𝑛2𝑞𝑞2

ℎ7/3 = 0 （5-19) 

式（5-18)と（5-19)は本研究にて用いる式である．次はある検証問題を設定し，この連

立偏微分方程式の解の形を検証する．上流端は以下のように流量過程を与える． 

 

図 5-10  検証問題の上流端境界条件．指数関数形の流量過程を一次元河道の上流

端に与える．ここに最も単純な一つピークの波形を選んだ．横軸は時間であり，

縦軸上流端の単位幅流量である．ピーク指数を調整すれば，波形を変えることが

できる．開始時刻と終了時刻の流量は基底流量である． 
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 計算のパラメータは以下の表に示す． 

𝐿𝐿(km) 50 ∆𝑥𝑥(km) 0.2 

T(hour) 48 ∆𝑡𝑡(s) 18 

𝐵𝐵(m) 200 
𝜏𝜏𝑏𝑏 

Manning 法則で

表現、Manning
係数＝0.05 𝑖𝑖0 1/2000 

表 5-1 一次元不定流計算のパラメータ 

計算結果： 

 

 

図 5-11  河川全体の単位幅流量の時間変化．上流端の赤い点は上流の境界条件を示

している．全体の波形から見ると，波形前段の勾配が徐々に大きくなることが分か

った．それは非線形の移流効果によるものである． 
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図 5-12  河川全体の水深の時間変化．図 5-11に示した単位幅流量の波形と比較す

ると, 単位幅流量の波形の進む速度が少し早いことが分かる. 

 
 せん断応力の不確実性を考慮した 1次元不定流の計算 

 
 式（5-17)に示したように，底面せん断応力は Manning 則で表現している．しか

し，底面せん断応力は河床と流れの摩擦によって生じる乱流のエネルギー損失効果

をモデルにしたものである．その平均値は Manning 則によって表現できるか，瞬間

瞬間を見ると，乱流の効果によってせん断応力はある値の周りにふらつくことが分

かる．図 5-13は管路の壁面せん断応力の瞬間瞬間の変動係数を実験で測った結果で

ある．左の図に示すように，レイノルズ数が大きいほど変動係数の分布が正規分布

になることが分かった．右の図から，レイノルズ数が大きいほど変動係数の標準分

散は 0.2（変動係数であるから次元がない）くらいに漸近することが分かった． 
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図 5-13  管路の壁面せん断応力（佐野ら）．ここに検討した変数はせん断応力の瞬

間瞬間の時間変動成分割る変動成分の平均値である．つまり変動係数とも言え

る．左の図は変動係数の確率密度関数である．右の図は変動係数の標準分散を示

している． 

 

 

図 5-14  底面せん断応力瞬間瞬間の変動を考慮した 1次元開水路不定流計算．第

一行は単位幅流量の時間変化である．第二行は水深の時間変化である．サンプリ

ング数は 10000である． 

 

 せん断応力の瞬間瞬間の変化を考慮すると，1 次元不定流の支配方程式は以下のよ

うになる： 

 𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 （5-20) 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑔𝑔ℎ
𝜕𝜕ℎ
𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑔𝑔ℎ𝑖𝑖0 +
𝑔𝑔𝑛𝑛2𝑞𝑞2

ℎ
7
3

(1 + 𝑤𝑤′) = 0 （5-21) 

 𝑤𝑤′は変動係数である．佐野らの実験結果を用いて，𝑤𝑤′は平均 0，標準分散 0.2 の正

規分布だと設定する．乱数を発生させて，式（5-20)と（5-21)を解くと，結果は図

5-14に示すようになる．単位幅流量と水深両方ある分布を持つようになった．水深

と比較すると，単位幅流量の分布の幅が広く見える．方程式から分析すると，底面

せん断応力の変動成分は直接に運動量方程式に関わる．水深は連続式から，単位幅

流量の変化に応じて変化する．なので，単位幅流量の分布が広い．実際に河川観測

を行うと，流量の不確実性が水深の不確実性より大きく見える． 

 式（5-20)と（5-21)は本研究が提案した，摂動解析とモーメント方程式を合わせる

手法で，状態変数の平均と分散の時間発展を求めることが可能である．ここに，結

論だけをまとめることとし，具体的な演算は付録を参照して頂きたい.  

 

 

A0 =
2𝑞𝑞0
ℎ0

, B0 =
𝑞𝑞02

ℎ02
, C0 = 𝑔𝑔ℎ0, D0 = 𝑔𝑔

𝜕𝜕ℎ0
𝜕𝜕𝜕𝜕

, E0 = 𝑔𝑔𝑖𝑖0, F0 = 𝑔𝑔𝑛𝑛2
2𝑞𝑞0

ℎ0
7
3

 

G0 = 𝑔𝑔𝑛𝑛2
7
3
𝑞𝑞02

ℎ0
10
3

, H0 = 𝑔𝑔𝑛𝑛2
𝑞𝑞02

ℎ0
7
3
 

（5-22) 

 

𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
−
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕  

（5-23) 

𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕A0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1𝑞𝑞1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝜕𝜕B0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕

− C0(𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− D0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

+ E0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) − F0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

+ G0(𝑦𝑦)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) −
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1𝑞𝑞1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− A0(𝑥𝑥)

𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ B0(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− C0(𝑥𝑥)

𝜕𝜕𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

− D0(𝑥𝑥)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) + E0(𝑥𝑥)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

− F0(𝑥𝑥)𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) + G0(𝑥𝑥)𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡) 



第 5 章 確率微分方程式論に基づく不確実性を考慮した物理システムの予測手法 
 

94 

𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −A0
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ B0

𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕

− C0
𝜕𝜕𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

𝜕𝜕𝜕𝜕
− D0𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

+ E0𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) − F0𝐶𝐶𝑞𝑞1𝑞𝑞1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)

+ G0𝐶𝐶𝑞𝑞1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡) 

 

 式（5-21）は水深と単位幅流量の変動成分の共分散に関する方程式である．下付

き文字 0 は摂動成分の 0 次オーダーの量であり，1 は摂動成分の 1 次オーダーの量で

ある．確率常微分方程式の場合と同様に摂動成分の 0 次オーダーの方程式は決定論

的な式と同様である．共分散行列の意味は，例えば𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡)は𝑥𝑥地点のℎ1と𝑦𝑦地点

のℎ1の相関係数である．𝐶𝐶ℎ1ℎ1(𝑥𝑥, 𝑥𝑥, 𝑡𝑡)は𝑥𝑥地点のℎ1の分散になる．式（5-21）を解け

ば，水深と単位幅流量の確率密度関数の時間発展が，2 階モーメントまでの情報がわ

かる． 

図 5-15は計算の結果を示している．上流端は流量過程のディリクレ型境界条件，

下流端はノイマン型の境界条件を与えているため，境界の不確実性がない（図 5-15

の第 2 行示すように，上，下流端の分散は 0）．この結果は情報のある地点と離れる

ほど，不確実性が増える事実を反映している．つまり，物理システムの不確実性を

考慮した予測は情報源から時間，空間の距離が増加することに連れて，予測の精度

が落ちることを本研究が提案した手法で表現できた．その上で，サンプリング計算

の結果とよく一致することが分かった．サンプリング手法は，システムの非線形性

や，不確実性のソースに関わらず使える手法であるが，その収束性と計算コースが

問題である．本研究が提案した手法は計算効率がサンプリング手法を遥かに超えて

いるため，実際のリアルタイム予測に使えることが期待できる． 

図 5-16から図 5-18はシステムのパラメータを変換すると，底面せん断応力が水

位と単位幅流量に与える影響を示している． 

図 5-16は Manning 粗度係数を変換させ，不確実性の影響を検討する．Manning 粗

度係数の大きさは流出の非線形と関わる．Manning 粗度係数が大きいほど非線形が

強い．図に示したように，非線形性が強いほど，不確実性の影響が大きいことが分

かった．その原因は非線形が強いほど，同様なふらつきに対して応答が大きいであ

る． 
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図 5-15  底面せん断応力の不確実性を考慮した一次元の開水路不定流計算結果．第 1行

はサンプリング計算で得られた時間点 t=15と t=25における単位幅流量の波形である．

第 2行は同じ時刻における単位幅流量の分散である．共分散は本研究が提案した手法で

得られた結果である．第 3行は同じ時刻における x=50km地点の分布である．(青線は本

研究が提案した手法で得られた結果，赤線は 10000回のサンプリング計算の結果であ

る．) 

図 5-17は上流に与える流量のピーク値を変化させている．現在考慮している底面

せん断応力の不確実性は，その絶対値にランダム成分を与えているわけでなく，変

動係数に不確実性をつけている．よって，ピーク値が大きいほど，不確実性を比例

的に大きくなることが予想できる． 
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図 5-16  Manning粗度係数を変化させ，底面せん断応力の不確実性の効果を検討する結

果．時刻 t=20を選んだ．第一行の図面は単位幅流量の±2σの予測区間である．粗度係数

が大きいほど，流量のピークが遅れ，不確実性が大きいことが分かった．第二，第三行

の図面は示した断面の水深および流量の分布を示している． 
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図 5-17  上流に与える流量のピーク値を変化させ，底面せん断応力の不確実性の効果を

検討する結果．時刻 t=20を選んだ．当然であるが，上流から入る流量が大きいほど河川

の流量と水位のピーク値が大きくなる．それに連れて，分布の幅も広くなる． 
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図 5-18  変動係数の分散を変化させ，底面せん断応力の不確実性の効果を検討する結

果．変動係数が大きくなるほど流量と水位の不確実性が大きいことが予想できるが，こ

こに注意すべきところは変動成分と流出の応答は線形である．これは摂動法を用いるシ

ステムを線形化することは適当であることを示している． 
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図 5-18は変動係数の分散を変化させている．変動係数が大きくなるほど流量と水

位の不確実性が大きいことが予想できるが，ここに注意すべきところは変動成分と

流出の応答は線形である．これは摂動法を用いるシステムを線形化することは適当

であることを示している． 
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第6章  結論 

6-1  結論 

 

 本研究の結論を以下にまとめる． 

 第 1 章は研究の背景および問題点について論述した．近年，設計基準を超える自然

災害がしばしば発生している．しかし，どんな災害が起きても絶対に安全な設計は不

可能である。それゆえに, リスク管理の概念が重要になってきた．本研究は古典力学

系の決定論的な考え方には限界があり，エントロピーとリスクを考慮する時には物理

システムの有する不確実性を考慮しなければならないことを示した． 

 第 2 章は不確実性を有する物理システムの数学的な扱い方を紹介した．入力と出力

の物理量に関数的な関係がある場合は直接的に解を求める解析法を使うことができ

る．物理システムが微分方程式に支配されている場合は，確率過程論を使う．確率過

程論で物理システムを表現する手法は 3 つある．1 つ目はサンプリングでの表現,  2

つ目は確率微分方程式での表現, 3 つ目は物理量の確率密度関数の時間発展を支配す

る方程式，例えば Fokker-Planck 方程式での表現である． 

 第3章は流出解析に確率過程論を導入し，入力データの不確実性を評価するために，

確率過程論の概要を解説した．具体的には，Brown 運動の数理化である Wiener 過程

の定義と確率過程の意味，それを基礎として展開される Ito calculus を解説した．また，

Brown 粒子の運動を記述した Langevin 方程式と Ito calculus によって確率解析学的な

微積分の規則が導入された確率微分方程式の概念とそれに対応する Fokker-Planck 方

程式の存在を示した．加えて，Fokker-Planck 方程式の導出は，確率微分方程式から行

えることを示した．また，最もシンプルな確率過程であるドリフトを持たない（時間

的に拡散するのみ）Wiener 過程の確率微分方程式と Fokker-Planck 方程式の解を比較

して，両者が同一の確率過程を表現する異なる方程式系であることを示した． 

 第 4 章は第 3 章で導いた Fokker-Planck 方程式が，より複雑な物理システムに応用

することが困難であることを指摘した上で, 摂動解析を用いて，Fokker-Planck 方程式
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の漸近展開を行い，モーメント方程式を導き, その妥当性を検証した．結論として，

サンプリング計算と Fokker-Planck 方程式と本研究が提案したモーメント方程式は同

じ結果が得られることが分かった． 

 第 5 章は本研究が提案した手法を，実際に草木ダム流域に使い，その効果について

検討した．本検討から得られた結論は以下の 3 つである. 1 つ目は、流出高の確率分布

を得られ, これによって，避難行動の基準が数学的，物理的な根拠により説明できる

ようになった．2 つ目は、カルマンフィルタの結果と比較した結果，本研究が提案し

た手法が，カルマンフィルタよりも不確実性の物理性を良く反映していることが分か

った．3 つ目は、本研究で用いる式を偏微分方程式まで拡張し，底面せん断応力が不

確実性を持つ場合の 1 次元不定流に応用した．その結果，サンプリング計算と同様の

結果が得られた． 
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