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概要

統計データをグラフで表現した図や地図など様々な図において, 図の中の特定の対象に対
してその名前や説明などの情報をラベルとして配置することは, その図に対するユーザの理
解を促進する. そのため, 図や地図中の対応する点に対して, 文字列やシンボルなどのラベ
ルを配置するラベル配置問題は, 計算幾何学という理論計算機科学の分野だけでなく, 実用
上も重要である. ラベル配置問題としては, ラベルのサイズは固定された中で, 他のラベル
と重なることなく, できるかぎり多くのラベルを配置するラベル数最大化, すべてのラベル
を配置する中で, 他のラベルと重なることなく, すべてのラベルで共通して利用する拡大率
を最大化するラベル配置を求めるラベルサイズ最大化が多く研究されてきた. 近年, 商用の
GIS アプリケーションや, AR/VR などの普及により, 動的な環境への重要性が高まってい
る. このような背景のもと, 動的な環境に対するラベル配置問題において, 多くのヒューリス
ティクスが提案されてきた. また, 動的な地図に対するラベル数最大化に対する, 理論的保証
を持つアルゴリズムが研究されてきた. しかし, 理論的保証を持つアルゴリズムは, ラベルの
配置位置があらかじめ決まっている, 対応できている操作のバリエーションが少ない, など
実用上利用する上でのギャップはまだまだ大きい.
そのため本論文では, 実用上利用可能で, かつ, 理論的な保証を持つアルゴリズムを構築す
ることを目指し, 回転する地図に対するラベルサイズ最大化問題と点重なり最小ラベル配置
問題を扱う. 回転する地図に対するラベルサイズ最大化問題は, ラベルサイズ最大化の動的
な地図への拡張の 1 つである. また点重なり最小ラベル配置問題は, 航空機の情報が画面上
を動的に移動する航空管制システムへの応用を考慮した問題である.
回転する地図に対するラベルサイズ最大化では, 次の 3 つの条件を満たす中で, 最大とな
るラベルの拡大率と, それを達成するアンカー点の位置, つまり, 点に対してラベルを配置す
る位置を求める. 1 つ目の条件は, 地図が 360◦ 回転した際に, ラベルが常に水平であること
である. 2 つ目の条件は, 地図が回転しても, アンカー点の位置および拡大率は変わらない
ことである. 最後の条件は, 地図が回転している間に, ラベル同士は交差しないということ
である. 本論文では, 正方形, 長方形といった各種のラベル形状において, この問題に対する
O(n log n) 時間アルゴリズムを与える. 従来の動的な地図に対する問題では, ラベル数最大
化が多く考えられてきたが, ここではラベルサイズ最大化を扱っている. また, これまでの
動的な地図に対するラベル数最大化では, アンカー点の位置があらかじめ決められているが,
ここで与えるアルゴリズムは, アンカー点の位置が, ラベルの境界上であればどこでもよい.
さらに, 静的な地図に対するラベルサイズ最大化は APX 困難であるにもかかわらず, この
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問題は多項式時間で解くことができる. そのため, より実用的にも利用しやすいアルゴリズ
ムと考えられる.
点重なり最小化問題は, 航空管制システムへの応用を考慮したラベル配置問題である. 航
空管制システムでは, 各航空機のラベルは常に表示される必要があり, また, ラベルの重なり
が発生した場合, 航空管制官が手動で重なりを解消している. そのため de Berg と Gerrits
(Comput. Geom. 2012) は, ラベルのサイズは固定で, すべてのラベルを配置する中で, 他
のラベルと重ならないラベルの数を最大化するフリーラベル最大化を提案した. フリーラベ
ル最大化では, ラベルを動かすことなく読めるラベルの数を増やすために, 重なりがあるラ
ベルへ重なるラベルの数は増える. つまり, 重なりのあるラベルを読むためにかかるコスト
は高くなる. しかし, 航空管制官は常に全体の状況を把握しながら地図を見るため, 1 つのラ
ベルに集中してラベルを移動させるよりも, 少しずつ重なりを解消する方がよい. そのため,
平面上の点に重なるラベルの数に着目し, すべての点の中でのこの数の最大値が, 最小にな
るラベル配置を求める, 点重なり最小化を考える. 本論文では任意の長方形ラベルを持つこ
の問題に対する, LP 緩和を用いた 4 -近似アルゴリズムと, 単位正方形ラベルに対するより
速い組合せ的 8 -近似アルゴリズムを与える. また, 前者のアルゴリズムを移動する点集合に
対しても拡張し, 4 -近似アルゴリズムを与える. フリーラベル最大化に対して, 問題設定が
航空管制システムに適しているだけでなく, 今までに理論的保証を持つアルゴリズムが提案
されていない移動する点集合に対しても適用でき, 提案アルゴリズムはより実用的であると
考えられる.
本論文では, 動的な地図に対する新たなラベル配置問題を定義し, その問題に対するアル
ゴリズムを提案した. 本論文の成果は, 従来考えられてきた他のラベル配置問題と比べ実用
的な状況に対して, 理論的な保証を持つアルゴリズムを提案したことである. また, IoT や
ビッグデータの隆盛により今後も加速度的に情報量が増え, 地図だけでなく様々な情報を可
視化し, ユーザが動的に操作し理解していく必要性が高まっていく中, その情報をより理解
しやすくする方向性とその方法を示したことである.
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第 1章

序論

統計データをグラフで表現した図や地図など様々な図においては, 図の中の特定の対象に
対して名称や説明などの情報を追加することで, ユーザの理解を促進することができる. 例
えば, 地図であれば特定の地点 (Point of Interest) の名称 (図 1.1(a)), 医療用の図などでは
各器官の名称 (図 1.1(b)), UML (統一モデリング言語, Unified Modeling Language) の状
態遷移図では状態名や状態間のリンクでの動作の説明 (図 1.1(c)) のように, 特定の対象に
対して情報を追加することで, 図を理解しやすくしている. これらの追加の情報は文字列で
おこなわれることが多いが, 例えば観光案内用の地図などでは, 観光地とその説明を追加し
ていることもある [61]. そのため, 図の中の特定の対象に対して情報を追加することは, 地理
情報システム (GIS) や地図製作, グラフ描画をはじめ, 情報可視化における重要なトピック
の 1 つである.
物理的な空間においては, 商品名や値段などを商品に記載する場合, ラベルを貼りその上
にそれらの情報を載せる. そのため, 紙の上に表示された図から, 画面上に表示された仮想
空間上の図も含め, 上述のような特定の対象に対する追加情報は, ラベル上に載せられてい
ると仮定され, 簡略化のためにそれらの追加情報も含めてラベルと呼ぶ. これらのラベルは,
以下のように配置されることが望まれる [40].

Legibility: 他の対象やラベルがあったとしても, 読み易いようにラベルは配置されること.

Unambiguity: 特定の対象を説明するものであることがわかるような位置に配置される
こと.

Avoidance of Overlap: 他のラベルと重なっていると読むことができないため, 互いに交わ
らないこと. ただし, 密な図などでは避けられないこともある.
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(a) 地図 ([58] より引用).

(b) 医療用の図 ([9] より引用). (c) UML 状態遷移図 ([42] より引用).

図 1.1. 図への情報の付与.

従来デザイナが上記原理を考慮しながらラベルを配置していた. しかし地図を例にとると,
手動でラベルを配置する場合, そのコストは地図製作全体の約半分にもなると報告されてい
る [44].
上記背景のもと, ラベルを自動で配置するという取り組みが, 地図製作者やグラフ描画研
究開発者, 計算幾何学研究開発者によって, 様々な方法でなされてきた. ここで扱う問題を
一般に ラベル配置問題 (Label Placement Problem) と呼び, 地図に限った場合などは,
地図ラベリング (Map Labeling) と呼ぶ. ラベル配置問題は, Chazelle らによる ACM
Computational Geometry Impact Task Force Report [17] にて, 計算幾何学という理論計
算機科学の立場からも重要な研究領域として位置づけられている.
計算幾何学および理論計算機科学において, ラベル配置問題が重要である理由は次の 2 つ
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図 1.2. 最大独立集合問題
(白丸が独立集合).

図 1.3. ラベル数最大化のインスタンスの交グラフ
表現.

にあると考えられる. 1 つ目は応用として直接的であり, また, 地図製作コストを抑える意
味でも重要な問題であることが挙げられる. 2 つ目は理論的にも研究の方向性を広げてい
ることが挙げられる. ラベル配置問題の有名な問題の 1 つである, ラベル数最大化 (Label
Number Maximization) 問題を例として説明しよう. この問題は, 図の中に長方形で表
現されたラベルの集合が与えられ, それらの中から互いに交わらずに配置できるラベルの数
を最大化する問題である. この問題は理論計算機科学で有名な問題の 1 つである, 最大独立
集合 (Maximum Independent Set) 問題 (図 1.2) の特殊ケースとなる. 具体的に以下
で説明する. まず, 最大独立集合問題は以下のように定義される.

定義 1.1 (最大独立集合). 頂点集合 V = {v1, v2, . . . , vn} および辺集合 E =
{e1, e2, . . . , em} を持つグラフ G = (V, E) が与えられる. 最大独立集合 (Maximum
Independent Set) 問題は, G の中でサイズが最大の独立集合 (Independent Set) を
求める問題である. ここで, 独立集合 I ⊆ V とは, G 内で隣接しない頂点集合である. 独立
集合は, 安定集合 (Stable Set) とも呼ばれる.

ラベル数最大化は, 与えられたラベル (長方形) を頂点とし, ラベルの間に重なりがある場
合に辺があるとして構築された交グラフ (Intersection Graph) に対する, 最大独立集合
問題と考えることができる (図 1.3). 最大独立集合問題は P ̸= NP の仮定の元で, 任意の ϵ

に対して, |V |1−ϵ 以内の近似率を持つアルゴリズムは存在しないことが知られている [65].
また, 最大次数が 3 の場合でさえ, PTAS は存在しない [12]. 一方, ラベル数最大化 (すなわ
ち, 長方形に対する最大独立集合問題) は, 単位正方形に対しても NP 困難 [31] であるが,
単位高さ長方形に対する PTAS が得られている [3]. つまり, 一般のグラフの場合と比べよ
りよい近似率を与えることができる, 実用的な問題設定の 1 つであることがわかっている.
さらに, 任意の長方形に対する研究は, 近年でも盛んにおこなわれている [1, 15, 16, 19]. な
お, ここではラベル数最大化を例として取り上げたが, 他にもラベル配置問題を応用として
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(a) AR/VR ([10] より引用). (b) 医療画像の 3D モデル化 ([5] より引用).

図 1.4. 地図以外の動的な環境.

考えられた理論的な問題も数多く存在する [4, 25, 28]. このように, ラベル配置問題は理論
的な研究に様々な広がりを与えており, とても興味深い.

1.1 動的な環境への対応

スマートデバイスの普及により, Google Map をはじめ多くのパーソナルマッピングシス
テムの重要性が増加している. ここで扱われる地図は動的な操作が可能であり, 例えば地図
の並行移動や回転, 拡大縮小などが考えられる. また, カーナビゲーションシステムでは自車
の動きに合わせて動的に地図の表示が変化したり, 航空管制システムなどでは複数の航空機
を表す情報自体が動いたりする. 動的な環境としては, 地図だけに限らず, 様々な応用が挙げ
られる. 例えば, 拡張現実 (Augmented Reality, AR) や仮想現実 (Virtual Reality, VR) で
も, 特定の対象に対してラベルを配置することはあり (図 1.4(a)), これらはユーザの視線方
向に応じた表示をする必要がある. また, ラベルの付いた医療画像なども 3D データ上で表
現できるようになり, インタラクティブに操作することが増えている (図 1.4(b)).
このような背景のもと, ラベル配置問題も動的な環境, 特に動的に操作可能な地図が考え
られている. そして, 静的な地図と同様に, 発見的な方法を用いたもの [24, 52] や, 理論的な
保証を持つもの [7, 8, 14, 32, 34, 35, 36, 43, 63] が提案されてきた. 特に, 理論的な保証を
持つ方法としては, ラベル数最大化の動的な地図への拡張である, 可視区間最大化 (Active
Range Optimization, ARO) [8] が考えられている. ここで, 拡大縮小可能な地図を例
として, ARO を説明しよう. 平面上にラベルの集合が与えられる. この時, 縮尺を 3 次元
目として扱う. その 3 次元空間上でのラベルは, 縮尺を変化させたときに各縮尺における
2 次元空間上のラベルが通過する軌跡によって構成される 3 次元物体 (extrusion) である
(図 1.5). ここで, 各縮尺の間でラベルは連続的にサイズや位置などが変わるものとする.
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図 1.5. extrusion の例. 図 1.6. 1 次元の拡大縮小地図に対する ARO.

定義 1.2 (拡大縮小可能な地図に対する可視区間最大化). extrusion の集合

E = {E1, E2, . . . , En} が与えられる. このとき, 各 extrusion Ei ∈ E は, (0, Smax)
の間の縮尺に配置されるものとする. 拡大縮小可能な地図に対する可視区間最大化 (Active
Range Optimization, ARO) は, 各 extrusion E ∈ E に対して, 次を満たす可視区間
(Active Range) (aE , AE) ⊆ (0, Smax) を求める問題である.

• 各 E に対して, 可視区間は 1 つだけである.
• 各 E の可視区間は互いに交わらない.
• すべての extrusion の可視区間の和

∑
E∈E(AE − aE) が最大である.

上述では 2 次元の地図で説明していたが, 1 次元の地図の例を図 1.6 に示す. ARO は,
拡大縮小する地図だけでなく, 回転する地図 [35] や, 軌跡に合わせて表示が変わるような地
図 [32] に対しても拡張されているが, ラベルを配置対象に対して, どの位置にラベルを配置
するのかをあらかじめ決めている. しかし, 実用上ラベルをできる限り多く配置する場合に
は, ラベル配置対象に対して, 自由な位置にラベルを配置できることが望まれる. 一部の研究
では, ラベル配置対象に対して, どの位置にラベルを配置するのかも含めて決定するアルゴ
リズム [34] も提案されているが, 1 次元地図だけを対象としている. さらに, 1 つの操作にし
か対応できていない. 一方で, 実用上利用可能なアルゴリズムは発見的な方法が用いられて
おり, 理論的な保証を持つことが難しい. そのため, 実用上利用可能なアルゴリズムと理論的
な保証のあるアルゴリズムとの間には, まだまだ大きなギャップがあると言わざるを得ない.

1.2 本論文の成果

今まで述べた背景のもと, 実用上利用可能であり, かつ, 理論的な保証を持つアルゴリズム
を提案していくために, 次の 2 つの問題を取り上げる.
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回転する地図に対するラベルサイズ最大化 ラベル配置問題としては, ラベル数最大化の他
に, 与えられたすべてのラベルを配置する中で, すべてのラベルで共通して利用する
拡大率を最大化する, ラベルサイズ最大化 (Label Size Maximization) 問題も考
えられてきた [31, 41]. ラベルサイズ最大化も NP 困難であることが知られている.
従来動的な地図への対応としては, ARO のようにラベル数最大化が考えられてきた.
本論文ではラベルサイズ最大化の動的な環境への対応の一環として, 回転する地図に
対するラベルサイズ最大化を考える. 問題設定は以下である. 各ラベルは地図上の対
応する点と, アンカー点と呼ばれるラベル内部の点が一致するように配置される. こ
の問題では, 地図が 0 から 2π の角度の間で回転したときに, 地図に対してラベルが
水平であり, また, アンカー点の位置およびすべてのラベルで共通して利用する拡大
率は変わらない. さらに, 回転中にすべてのラベルが交差しない. このような条件を
満たした中で, ラベルサイズを最大化するラベルの拡大率とアンカー点の位置を求め
る. ここでは, 各ラベルに対して, アンカー点はラベルの内部に配置される場合と, 境
界に配置される場合の 2 つを考える. 本論文では, アンカー点がラベルの内部にあ
る場合の O(n log n) 時間, O(n) 領域アルゴリズムを与える. さらにアンカー点がラ
ベルの境界にある場合, 任意の正方形ラベルまたは単位高さ長方形ラベルに対する,
O(n log n) 時間, O(n) 領域厳密アルゴリズムを与える. また, 任意の長方形ラベルに
対しては, O(n log n) 時間, O(n) 領域 1/2 -近似アルゴリズムを与える. これらのア
ルゴリズムは, ラベルを配置する位置をあらかじめ決めておらず, また, ラベルの形に
も制約がない. そのため, 実用上利用しやすいと考えられる.

点重なり最小ラベル配置問題 航空管制システムにおいて, 各航空機に関係する情報は常に
ラベルとして表示される必要がある. また, ラベル同士の重なりが発生した場合には,
航空管制官が手動で重なりを解消する. このアプリケーションに着目し, de Berg と
Gerrits [23] は, フリーラベル最大化 (Free-Label Maximization) 問題を提案し
た. フリーラベル最大化は, 他のラベルと重なりのないラベルの数を最大化するもの
である. 一方で, 重なりのあるラベルに重なるラベルの数は増えるため, 重なりを解
消するためにかかるコストは増える. 本論文では, 航空管制システムへの応用を考
慮し, de Berg と Gerrits の問題とは異なるラベル配置問題として, 点重なり最小化
(Point-Overlap Minimization) 問題を導入する. この問題では, 平面上の点に重
なるラベルの数に着目し, そのような数の中で最大のものを最小化する. フリーラベ
ル最大化が読むことが可能なラベルの数を最大化しているのに対し, この問題は読め
ないラベルを読めるようにするためのコストを最小化する. 本論文では, 任意の長方
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形ラベルに対する点重なり最小化に対する LP 緩和を利用した 4 -近似アルゴリズム
と, 単位正方形ラベルに対する高速な組合せ的 8 -近似アルゴリズムを与える. 航空管
制システムにおいては, すべてのラベルを常に見えるようにしておく必要があるため,
1 つのラベルを読むために集中してラベルを移動させるよりも, 少しずつ重なりを解
消する方が全体を見やすい. また, 前者の近似アルゴリズムは, 移動する点集合にも対
応できる. そのため, 点重なり最小化の問題設定はより実用的な設定であると考えら
れる.

動的な地図へのラベル配置問題における, 本論文で考慮する問題の位置づけを表 1.1 にま
とめる. ここで, 固定位置モデルはラベルを配置できる位置が点の周りに有限に決められて
いるモデルであり, 例えば 4 -ポジションモデルではラベル配置候補が 4 つある. また, スラ
イダーモデルはラベルを配置できる位置がラベルの辺上で決められるモデルであり, 例えば
4 -スライダーモデルではラベル候補位置として, 長方形で表されたラベルの 4 辺を利用でき
る. ここで述べたラベル配置候補のモデルを含め, 具体的な用語の定義は 2 章にて説明する.
本論文の成果は, 表にも示したように, 従来考えられてきた 1 -ポジションモデルや 1 -スラ
イダーモデルよりも実用的な 4 -ポジションモデル, 4 -スライダーモデルに対して, 理論的保
証を持つアルゴリズムをはじめて提案したことである. また, そのようなモデルにも適用で
きる問題設定を新たに提案していることである.

1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下である.
まず, 2 章にてラベル配置問題で一般的に利用される用語や, 扱われている問題を紹介す
る. また, 静的な地図および動的な地図に対して得られている結果をまとめる. それにより,
本論文の成果の位置づけをより明確にする.
次に 3 章では, 回転する地図に対するラベルサイズ最大化問題について述べる. ここでは,
単位正方形や単位高さ長方形など, さまざまなラベル形状に対するアルゴリズムを与える.
また, 表 1.1 にまとめたように, 固定位置モデルおよびスライダーモデルに対しての結果を
与える. ARO では, 4 -スライダーモデルに対するアルゴリズムは与えられていない. さら
に, ここで与えるアルゴリズムの多くは O(n log n) 時間の決定性アルゴリズムである. その
ため, 従来提案されてきたアルゴリズムと比べ, より実用的であると考えられる. なお, 本章
の内容の一部は, [J1, C2, D1–D3] で報告済みである.

4 章では点重なり最小化問題を扱う. この問題に対して, 2 つの近似アルゴリズムを与え
る. 基本的には静的な地図に対する問題をこの章では扱うが, 1 つ目の近似アルゴリズムは,
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移動する点集合も扱う. 表 1.1 にまとめたように, この問題設定に対する理論的な保証を持
つアルゴリズムは過去にはない. なお, 本章の内容の一部は, [C1] に基づいている.
最後に, 5 章で本論文をまとめる.
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第 2章

ラベル配置問題

前章で述べたように, ラベル配置問題 (Label Placement Problem) は, 入力された図
の中のオブジェクトや, 地図内の道路や施設などに対応する文字列やシンボルを, 配置する
問題である. 地域や河川, 駅などのラベルは, 入力された地図上で, 対象物を理解できる位置
に適切に配置されなければならない. ラベルを配置する対象に応じて, ラベル配置問題は以
下のように分類される.

点ラベル配置問題 (Point Labeling) 駅や山頂など地図上の点や, グラフや図上の頂点に対
してラベルを配置する問題 (図 2.1(a)). 点ラベル配置問題では, 点の隣にラベルを配
置することが多い.

辺ラベル配置問題 (Line Labeling) 道路や河川, 線路のような地図上の線分やポリライン,
グラフや図の中の辺に対してラベルを配置する問題 (図 2.1(b)). 辺ラベル配置問題で
は, 辺に沿う形でラベルを配置することが多い.

領域ラベル配置問題 (Area Labeling) 地図上の国や州, 島や湖などの多角形領域に対してラ
ベルを配置する問題 (図 2.1(c)). 領域ラベル配置問題では, 基本的に領域の内側にラ
ベルは配置される.

上記の中で点ラベル配置問題が最も多く研究されており, また, 本論文で扱う問題もすべて
点ラベル配置問題であるため, この問題については次節以降で詳しく説明する.
辺ラベル配置問題では, 道路に対して直線的にラベルを配置する問題 [27] や, 曲線に合わ
せた形でラベルを配置する問題 [59] が考えられている. また, ヒューリスティクス [47, 48]
や理論的な保証のあるもの [33] など, 各種アルゴリズムが提案されている.
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(a) 点ラベル配置問題. (b) 辺ラベル配置問題. (c) 領域ラベル配置問題.

図 2.1. 配置対象によるラベル配置問題の違い.

領域ラベル配置問題は, ある多角形の中に, 他の多角形 (ラベル) を配置する問題として
定式化されることが多い [18, 39]. 一方で, 近年島群に対するラベル配置も考えられてい
る [57].
点ラベル配置問題を含め, ラベル配置問題に対する研究は [60] にまとめられているため,
さらに詳しい情報については, こちらを参照頂きたい.

2.1 点ラベル配置問題

まず, 点ラベル配置問題で扱われる, ラベルの配置候補位置に関する 2 つのモデルについ
て説明する. 点ラベル配置問題では, 各点に対するラベルの配置候補の数について, 固定位置
モデル [31] とスライダーモデル [58] と呼ばれる 2 つのモデルが考えられてきた. どちらの
モデルも対象の点がラベルの境界に含まれるようにラベルを配置する. 固定位置モデルはラ
ベルの有限な配置候補位置を持つ. 例えば, 配置候補が長方形の 2 つの頂点である 2 -ポジ
ションモデルや長方形の 4 つの頂点である 4 -ポジションモデルが挙げられる (図 2.2). こ
れに対して, スライダーモデルのラベル候補位置はラベルの指定された辺上である. 例えば,
2 -スライダーモデルでは, ラベル候補位置として, ラベルの向かい合う 2 つの辺を利用でき
る (図 2.3).
従来, 点ラベル配置における最適化の分野では, 主に 2 つの定式化が扱われてきた.

1 つはサイズが固定されたラベルを, 互いに交わらずに配置する数を最大化する, ラ
ベル数最大化 (Label Number Maximization) 問題である (図 2.4(a)). もう 1 つ
は, すべてのラベルを配置しながら, ラベルのサイズを最大化する, ラベルサイズ最大化
(Label Size Maximization) 問題である (図 2.4(b)). ラベルサイズ最大化では, 点集合
P = {p1, . . . , pn} が与えられる. また, 各点 pi ∈ P に対してラベルの幅 wi と高さ hi が与
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1 -ポジションモデル. 水平 2 -ポジションモデル.

垂直 2 -ポジションモデル. 4 -ポジションモデル.

図 2.2. 固定位置モデル.

水平 1 -スライダーモデル. 水平 2 -スライダーモデル.

垂直 1 -スライダーモデル. 垂直 2 -スライダーモデル. 4 -スライダーモデル.

図 2.3. スライダーモデル.

えられる. さらに, すべてのラベルは同じ拡大率 σ で拡大される. つまり, 点 pi に対するラ

ベルのサイズは wiσ × hiσ である. このような入力のもと, すべてのラベルが重ならずに, σ

を最大化するラベル配置を求める.

2.2 静的な地図に対する点ラベル配置問題

静的な地図に対するラベル数最大化は, 単位正方形ラベルに対してでさえ NP 困難である
ことが知られている (例えば, [31, 58]). そのため, 多くの近似アルゴリズムが与えられてき
た (例えば, [3, 58]). これらの多くの問題は, 単位正方形ラベルや単位高さの長方形ラベルに
関するものがほとんどであった. しかし近年, 長方形に対する最大独立集合問題 (Maximum
Independent Set for Rectangles, MISR) が多く研究 [1, 15, 16, 19] されており, これらで
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(a) (b)

図 2.4. 同じ点集合に対する (a) ラベル数最大化と, (b) ラベルサイズ最大化の例. ラ
ベル数最大化では, 配置できない点が存在するのに対し, ラベルサイズ最大化ではすべ
ての点にラベルが配置される. 一方で, ラベルサイズ最大化ではすべてのラベルを同じ
拡大率で拡大するため, ラベルのサイズは小さい.

得られた結果は, 任意の長方形に対するラベル数最大化に対しても適用できるものである.
静的な地図に対するラベルサイズ最大化では, 1 -, 2 -ポジションモデルを除いて, 単位正方
形ラベルに対してでさえ APX 困難であることが知られている [31]. そのため, 多くの定数
近似アルゴリズムが各種長方形の形状に応じて示されてきた [31, 41]. また, 通常ラベルは
座標軸に対して平行に配置されるが, Doddi ら [26] は単位正方形に対して, 様々な向きでラ
ベルを配置してよい問題を扱っている. また, Zhu と Qin [64] は, すべてのラベルの向きは
同じであるが, 座標軸に対しては平行でなくてもよい場合を扱っている.

2.3 動的な地図に対する点ラベル配置問題

動的な地図に対する点ラベル配置問題を考える前に, まず動的な地図に対してどのように
ラベルを配置するとよいのか考える必要がある. Been ら [7] はこれに対し, 移動中や拡大
縮小中にはラベルは突然消失したり表示されたりせず, また位置が急に変化することはない,
という要求項目を与えている. この要求を満たすことを前提として, 動的な地図に対する点
ラベル配置問題は考えられてきた.

Been ら [8] は上記要求を満たした上で, 拡大縮小する地図に対する ARO (定義 1.2) を
定義している. 前述の通り, ARO はラベル数最大化の動的な地図への拡張である. 彼らは平
面上の点に対してこの問題が NP 困難であることを示しており, また, 1 次元や 2 次元の点
に対して, extrusion の形状に応じて, 厳密アルゴリズムや近似アルゴリズムを与えている.
前章では, extrusion の例として, 1 次元地図の場合には三角形, 平面地図の場合には四角錘
を挙げたが, 彼らはその他, 1 次元の場合の正方形や, 平面地図の場合の四角錘体なども扱っ
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ている. Liao ら [43] は, 拡大縮小する地図の ARO に対し, Been ら [8] が扱っていない
extrusion の形状に対する近似アルゴリズムを与えている. また, Gemsa ら [35] は回転する
地図に対する ARO を扱っている. 彼らはこの問題が NP 困難であることを示し, また, 近
似アルゴリズムを与えている. この問題に対して, Gemsa ら [36] はヒューリスティクス, 近
似アルゴリズム, 厳密アルゴリズムの実験的な評価を実施している. さらに, Gemsa ら [32]
は地図上の軌跡に応じて表示が変化する地図に対する ARO を扱っている. 彼らは近似ア
ルゴリズムおよび固定パラメータ容易性について議論している. また, これらは ARO の可
視区間の和を最大にしているが, Zhang ら [63] は最小可視区間を最大化する問題を扱って
いる.
上述の研究では, extrusion は事前に与えられているため, 点に対してラベルをどのように
配置するのかあらかじめ決まっている, 言わば 1 -ポジションモデルを扱っていた. これに対
し, Gemsa ら [34] は拡大縮小する地図に対する ARO をスライダーモデルに拡張している.
この問題では, ラベルの可視区間の和を最大化するラベル配置位置を決定している. また, 一
度ラベルを配置する位置が決まると, 地図の拡大縮小中に, その位置は変化しない. ただし,
ここで扱っているのは 1 次元地図のみである.

Buchin と Gerrits [14] は, 4 -ポジション, 2 -スライダー, 4 -スライダーモデルにおける
動的な地図に対するラベル配置問題を扱っている. ここでは, ラベルの重なりが起きそうに
なったときに, ラベルの配置位置を滑らかに変化させることを許容しているため, 最も実用
性の高い問題設定である. しかし, その場合には, 強 PSPACE 完全であることが示されて
いる.
与えられた点集合が動く場合も, Buchin と Gerrits [24] によって扱われている. この問題
は, 航空機を示す情報が画面上を動的に移動する航空管制システムへの応用を考慮しており,
4 -スライダーモデルのフリーラベル最大化 (4 章にて詳細を定義) の動的な点集合への拡張
である. この問題に対し, Buchin と Gerrits はヒューリスティクスを与えている.
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第 3章

回転する地図に対するラベルサイズ
最大化

前章までで述べたように, 動的な環境に対してはラベル数最大化 (ARO) が考えられてき
た. また, 理論的な保証を持つアルゴリズムは, 1 -ポジションモデルに対してのみ与えられ
ていた.
そのため本章では, ラベルサイズ最大化の動的な環境への対応の 1 つとして, 回転する
地図に対するラベルサイズ最大化を考える. ナビゲーションなどの多くの商用 GIS アプリ
ケーションではユーザの向きに応じて動的に地図を回転するが, ラベルは常に水平に配置さ
れるとする. この条件の下, すべての角度 θ ∈ [0, 2π) ですべてのラベルを交わりなく配置
し, かつラベルサイズを最大化する (図 3.1). 以下ではまず, 問題設定を説明する.
ラベルの集合 L = {ℓ1, . . . , ℓn} を持つ平面上の点集合 P = {p1, . . . , pn} を含む地図を

L A
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L B

L E

L A
L C

L D
L B

L E
L A

L C

L D

L B

L E

L A
L C

L D
L B

L E

図 3.1. 回転する地図に対するラベルサイズ最大化の例. ラベルはすべて同じ拡大率
σ で拡大され, また, 回転中拡大率は常に同じであるため, この例では “L A”, “L B”
および “L C” によって最大拡大率が決定される.
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p

ℓ
anchor point

p

vbrvbl

vtl vtrtp

bplp rp

(a) (b) (c)

図 3.2. 本章で利用する定義.

M とする. また, ラベルは様々なサイズを持つ軸に平行な長方形とし, 開集合であるとする.
各ラベル ℓi ∈ L の幅は wi > 0, 高さは hi > 0 で表現され, ラベルの拡大率を σ としたと

き, ℓi のサイズは wiσ × hiσ となる. すべてのラベルで共通の拡大率 σ が利用される.
各ラベル ℓi は, アンカー点と呼ばれる点が pi と一致するように配置される (図 3.2(a)).
アンカー点は ℓi の内部, または境界上に配置される. また, ℓi が配置されたとき, ℓi は pi に

アンカーされたと呼ぶ. 地図 M が 0 から 2π の角度の間で回転するとき, ラベルは地図の
角度に対して水平であり, また互いに交わらない. さらに, 拡大率および各ラベルのアンカー
点は, 回転中に変わらない. 本章で扱う問題は, 上記を満たす中での最大拡大率 σ∗, およびア
ンカー点の位置を決定する. 通常のラベル配置問題では, 各ラベルは対象の点を境界に含む
ように配置されるが, 本問題ではラベルが対象の点を内部に含む場合も考える. 前者の問題
を MSBR (Maximization problem of the Size of labels with Boundary anchor
points on Rotating maps) と呼び, 後者の問題を MSR (Maximization problem of
the Size of labels on Rotating maps) と呼ぶ. MSR の場合アンカー点の位置は, 境界
を含むラベルの内部であればどこでもよく, MSBR の場合, ラベルの境界であればどこでも
よい. つまり, MSBR は 4 -スライダーモデルである. この問題設定は静的な地図に対するラ
ベルサイズ最大化の回転する地図への自然な拡張である.
表 3.1 に, MSR および MSBR に対する本章で得られた結果をまとめる. ここでは, いく
つかのラベルの形状を扱う (例えば, 単位正方形や単位高さ長方形). 静的な地図に対する
ラベルサイズ最大化は, 単位正方形に対してでさえ, NP 困難 [31] であることが知られてい
るが, いくつかのラベルの形状に対する MSR と MSBR は, 驚くべきことに多項式時間で
解ける. また, 上記で利用されているアルゴリズムを修正し, 特殊な長方形ラベルに対する
O(n log n) 時間アルゴリズム, 1 -ポジション, 1 -スライダーモデルそれぞれに対する多項式
時間アルゴリズムも併せて与える.
以下では, 地図 M の時計回りの回転を, アンカー点の周りでラベルが反時計回りに回転
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表 3.1. MSR と MSBR に対する本章で得られた結果. 各値は計算時間を示す.

ラベルの形 MSR MSBR

単位正方形
O(n log n) (定理 3.4)

O(n log n) (系 3.5)
正方形 O(n log n) (定理 3.11)
単位高さ (幅) 長方形

O(n log n) (定理 3.6)
O(n log n) (系 3.9)

長方形 O(n log n) (1/2 -近似, 定理 3.13)

すると考える (図 3.2(b)). この置き換えは [35] と同じであり, 上記 2 つの回転は等価であ
るため, 同じ結果を得ることができる.

3.1 関連研究

前章までで述べたラベル配置問題の他に, 円ラベル配置問題 [54] がある. この問題は, 対
応する地図上の点に対して, 円のラベルを配置する. ラベルを回転させた結果は円になるの
で, 本章で扱う MSBR および MSR と問題が似ているが, 本章で扱う問題は, ラベルを回転
して得られた円同士が交差する場合を含むため, 円ラベルに対するアルゴリズムを単純には
適用できない.

3.2 性質

本節ではまず, MSR にて拡大率が最大化されるときのアンカー点の位置について考える.
次に, その位置を利用して, MSR および単位高さ長方形ラベルに対する MSBR の最大拡大
率を計算する.

ℓp を点 p にアンカーされたラベルとする. また, 角度 0 で配置されたラベルの左上点,
右上点, 左下点, 右下点をそれぞれ vtl, vtr, vbl, vbr とする. p を通り ℓp の各辺と平行な線

分を ℓp の内部に描画したとき, p は ℓp 内部の水平線と垂直線をそれぞれ lp : rp (ここで,
rp = 1 − lp), tp : bp (ここで, bp = 1 − tp) の比率に分ける (図 3.2(c)). p′ に対するパラ

メータも同様に定義する. そのため, ℓp′ は p′ のラベルであり, wp′ と hp′ は ℓp′ の初期幅,
高さである. さらに, ℓp′ に対する上記パラメータを v′

tl, v′
tr, v′

bl, v′
br, lp′ , rp′ , tp′ , bp′ とす

る. 最後に, p と p′ との間の距離を dpp′ とする.

補題 3.1. ℓp, ℓp′ を点 p, p′ それぞれにアンカーされたラベルとする. ℓp と ℓp′ のアンカー

点の位置が (1 − 2lp)wp = (1 − 2lp′)wp′ および (1 − 2tp)hp = (1 − 2tp′)hp′ を満たす場合



20 第 3章 回転する地図に対するラベルサイズ最大化
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(a) vbr = v′
tl. (b) vbl = v′

tr.
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vbr

v′tl

vbl v′bl
v′br

vtl

vtr
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(c) vtl = v′
br. (d) vtr = v′

bl.

図 3.3. 2 つのラベル ℓp, ℓp′ が頂点で交差する 4 つの場合.

にのみ, 最大拡大率で ℓp と ℓp′ を配置できる.

証明. 一般性を失うことなく, p, p′ は同じ y 座標を持つと仮定する. また, σ を p と p′ に

対する拡大率とする. ラベルを回転したとき, ℓp と ℓp′ はラベルの長方形の頂点で接する.
なぜなら, もし ℓp と ℓp′ がラベルの境界辺で接している場合, わずかな回転によって ℓp と

ℓp′ は交わるためである. さらに, ℓ と ℓ′ は水平であるため, 最大ラベルサイズを決定するの
は, vbr = v′

tl, vbl = v′
tr, vtl = v′

br, および vtr = v′
bl の 4 つの場合のみである (図 3.3).

まず, vtl = v′
br の場合を考える (図 3.4). ℓp と ℓp′ は水平なため, (lpwpσ + (1 −

lp′)wp′σ)2 + (tphpσ + (1 − tp′)hp′σ)2 ≤ d2
pp′ を満たす. よって, 以下が得られる.

σ ≤ dpp′/
√

(lpwp+(1−lp′)wp′)2+(tphp+(1−tp′)hp′)2. (3.1)

同様に, vtr = v′
bl の場合,

σ ≤ dpp′/
√

((1−lp)wp+lp′wp′)2+(tphp+(1−tp′)hp′)2, (3.2)

vbr = v′
tl の場合,

σ ≤ dpp′/
√

((1−lp)wp+lp′wp′)2+((1−tp)hp+tp′hp′)2, (3.3)

vbl = v′
tr の場合,

σ ≤ dpp′/
√

(lpwp+(1−lp′)wp′)2+((1−tp)hp+tp′hp′)2 (3.4)
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p p′
v′br

vtl

lpwpσ + (1− lp′)wp′σ

tphpσ + (1− tp′)hp′σ

図 3.4. vtl = v′
br の場合.

が得られる.
まず, 不等式 (3.1) と (3.2) に着目する. (3.1) と (3.2) の分母が小さくなるにつれ
て, σ は大きくなる. (3.1) と (3.2) の双方に (tphp + (1 − tp′)hp′)2 は現れる. また,
(lpwp + (1 − lp′)wp′)2 が小さくなるにつれて, ((1 − lp)wp + lp′wp′)2 は大きくなる. よって
(lpwp + (1 − lp′)wp′)2 = ((1 − lp)wp + lp′wp′)2 のとき, σ は (3.1) と (3.2) を満たす中で
最大の値となる. この条件は, (1 − 2lp)wp = (1 − 2lp′)wp′ とも書ける. 不等式 (3.3), (3.4)
に対しても, 同様の結果が得られる.
同様に, 不等式 (3.1), (3.4) に着目する. (1 − 2tp)hp = (1 − 2tp′)hp′ のとき, (3.1) と

(3.4) を満たす中で σ が最大化される. この議論は 不等式 (3.2), (3.3) からも得られる.
上記 2 つの等式は同時に満たされる. したがって, (1 − 2lp)wp = (1 − 2lp′)wp′ および

(1 − 2tp)hp = (1 − 2tp′)hp′ のとき, σ は最大拡大率 σpp′ となる.
逆もまた成り立つ.

補題 3.1 より, 以下が得られる.

系 3.2. ラベル ℓp, ℓp′ を持つ点 p, p′ に対して, 各ラベルのアンカー点がそのラベルの対角
線の交点にある場合に, ℓp と ℓp

′ は最大拡大率 σpp′ で配置できる.

証明. アンカー点をラベルの中心に配置したとき, lp = tp = lp′ = tp′ = 1/2 である. した
がって, (1−2×1/2)wp = (1−2×1/2)wp′ = 0,かつ (1−2×1/2)hp = (1−2×1/2)hp′ = 0
となる. よって, 補題 3.1 は満たされるので, 拡大率 σpp′ は最大化される.

系 3.2 より, 2 点間 p, p′ に対する MSR の最大拡大率 σpp′ は

2dpp′/
√

(wp + wp′)2 + (hp + hp′)2

となる. したがって, 2 点以上の MSR は, すべての 2 点 pi, pj の組 に対して, 最大ラベル
サイズ σij を求め, その最小値 min{σij} がとることで解くことができる. この素朴なアル
ゴリズムは, O(n2) 時間で動作する. なお, 系 3.2 ではラベルの中心にアンカー点を配置し
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ているが, 最適解を得るためのアンカー点の位置は補題 3.1 で得られた式を満たす位置であ
ればどこでもよいことに注意すること.
また, すべてのラベルの高さ (または幅) が一致する場合, 以下の命題が得られる.

命題 3.3. 単位高さ (または単位幅) 長方形ラベルに対する MSBR は Θ(n2) 時間で解ける.

証明. MSR に対する素朴なアルゴリズムは単位高さ長方形ラベルに対する最大拡大率 σ∗

を与える. ここで, MSR で得られた長方形の中心に配置されたアンカー点をラベルの上辺
(単位幅ラベルの場合, 左辺) の境界まで移動させることによって得られた点を考える. これ
らの点は補題 3.1 の不等式 (3.1)–(3.4) を満たす. したがって, これらの点は MSBR に対す
るアンカー点であり, また σ∗ は最大拡大率である.

次の節からは, ここで得られたアンカー点の位置を利用して, MSR および MSBR に対す
るアルゴリズムの時間複雑性を O(n log n) に改善する.

3.3 正方形ラベルに対する MSR
すべてのラベルが正方形の場合, この問題は重み付き最近点対 (Weighted Closest

Pair) [30] 問題と強く関連する. 重み付き最近点対問題の入力は円盤の集合である. 各円盤
は P 内の点を中心にもち, 重み W を持つ. さらに, その半径は Wσ である, ここで σ は拡

大率である. この問題の目的は, 円盤が互いに交わらない, 最大拡大率 σ∗ を求めることで

ある.

定理 3.4. すべての点のラベルが任意の正方形である MSR は, O(n log n) 時間, O(n) 領域
で解ける.

証明. p と p′ を正方形ラベルをもつ 2 つの点とし, これらは同じ y 座標を持つと仮定する.
また, σpp′ を p と p′ の最大拡大率とする. 正方形ラベルなので, wp = hp および wp′ = hp′

である. 補題 3.2 より, アンカー点がラベルの中心となるように, p および p′ にラベルが

アンカーされたとき, p と p′ の間の距離は
√

2
2 (w + w′)σpp′ である. そのとき, σpp′ は角

度 π/4, 3π/4, 5π/4, および 7π/4 によって決定される. p および p′ を中心としてラベルを

360◦ 回転させて描いた円盤を考える. このとき, 最大拡大率 σpp′ はお互いに円盤が交差し

ない状態で円盤のサイズを最大化することによって得られる.
したがって, 正方形ラベルに対する MSR は各点 p にして重み W =

√
2

2 wp が割り当てら

れた重み付き最近点対問題とみなすことができる. 重み付きの最近点対問題に対しては, 平
面走査法による O(n log n) 時間, O(n) 領域アルゴリズム [30] が提案されている. したがっ
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アルゴリズム 1 MSR に対するアルゴリズム
1: P に対する Delaunay 三角形分割 DT(P ) を求める.
2: 各点 p ∈ P に対して, DT(P ) にて隣接する点との間での最大拡大率 σp を求め, その中
で最小のものを σpre = minp∈P σp とする.

3: 各点 p に対し, p を中心とした半径 σpre
2

√
w2

p + h2
p の閉円盤を描き, 円盤同士のすべて

の交差を Bentley-Ottman の交差列挙アルゴリズム [11] で列挙する.
4: 円盤同士のすべての交差で最大拡大率を求め, その中で最小のものを σ∗ として出力

する.

て, 証明が完了する.

命題 3.3 と同様の議論にて, 以下が得られる.

系 3.5. すべての点のラベルが合同な正方形の場合, MSBR は O(n log n) 時間, O(n) 領域
で解ける.

3.4 長方形ラベルに対する MSR
本節では, 任意の長方形ラベルの場合の MSR および高さ (または幅) が一定の長方形 (単
位高さラベル) の場合の MSBR に対する O(n log n) 時間, O(n) 領域アルゴリズムを与え
る. 長方形に対しては, 重み付き最近点対問題に基づく 3.3 節のアルゴリズムは利用できな
い. なぜなら, 長方形ラベルの場合には, ラベルを回転させた際にラベルは交差しなくとも,
回転した際に描かれる円が交差することはあるからである. しかし, 重み付き最近点対問題
に対する Formann のアルゴリズム [30] で利用されているアイデアは, MSR および単位高
さ長方形ラベルに対する MSBR に対して適用できる. 本節で示すアルゴリズムは, まず最大
拡大率を粗く見積もる. 次に, 得られた粗い最大拡大率で配置したラベルを 360◦ 回転させ

て得られた円盤同士の交グラフを利用して正確な最大拡大率を求める. アルゴリズムでは,
P に対する Delaunay 三角形分割 [22, 49] DT(P ) を利用する. Delaunay 三角形分割は
empty circle property と呼ばれる, DT(P ) 内の三角形 T に対して, T の外接円は内部

に P の点を含まないという性質を満たす. 以下では DT(P ) 内の三角形を Delaunay 三角
形と呼ぶ. また, 点 p と q が DT(P ) 内の Delaunay 三角形の頂点である場合, q は p に隣

接している, と呼ぶ.
アルゴリズム 1 にアルゴリズムを示す.
以下の定理ではアルゴリズム 1 の正当性と計算量を示す. なお, Dp をアルゴリズム 1 の
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ステップ 3 で描いた p を中心とした円盤とする. また, Rp をその半径
σpre

2

√
w2

p + h2
p と

する.

定理 3.6. 任意の長方形に対する MSR は, O(n log n) 時間, O(n) 領域で解ける.

定理 3.6 を証明するために, 以下の補題を示す.

補題 3.7. アルゴリズム 1 のステップ 3 の後に得られた各円盤は, その中心の点を除き P

の点を含まない.

証明. 点 p ∈ P に対して, Dp を p を中心に持ち, 半径が Rp = σpre
2

√
w2

p + h2
p である円盤

とする. σpre の定義より, p のラベルと, その隣接する点 q のラベルは地図の回転の間に交

差しない. したがって, Dp は p の隣接点を含むことはできない. Delaunay 三角形分割にお
いて, p の最近点 q は DT(P ) における p の隣接点に含まれる. したがって, Dp の半径は

|pq| 以下である. したがって, Dp は DT(P ) にて p に隣接しない点を含むこともない.

補題 3.8. アルゴリズム 1のステップ 3の後に得られた交差する円盤の組の数は高々 3n−6
である.

証明. まず, アルゴリズム 1 のステップ 2 にて交差する閉円盤の組の中心を直線分で結ぶ.
以下では, この直線分を辺として持つ直線グラフ G が平面グラフであることを示す. 2 つの
閉円盤 Dp と Dp′ が交差する場合を考える. G において, p と p′ は直線辺で結ばれる. そ
のため, 点 q ̸= p, p′ を中心とした他の円盤 Dq が線分 pp′ と交差しない場合には, 端点を除
いて pp′ と交わる辺は G に存在しない. すべての辺に対してこれが満たせた場合に, グラフ
G は平面グラフであることが示せる. よって, 以下では上記のような円盤 Dq が存在しない

ことを示す.
一般性を失うことなく, p, p′ は水平に配置されており, p は原点, p′ は p よりも大きな x

座標を持つと仮定する (図 3.5). ここで, p, p′ の x 座標を xp, xp′ , y 座標を yp, yp′ とし,
その他の点についても同様に記述する. さらに, Dp の境界と pp′ との交点を s とする. 以
下では, 0 = xp ≤ xq ≤ xs, 0 = yp = yp′ ≤ yq と仮定する. そのため, q は図 3.5 の斜線部
分に存在する. xq < 0 および xp′ < xq の場合, 補題 3.7 より Dq は pp′ と交差しない. ま
た, yq < 0 = yp = yp′ の場合, および xs < xq ≤ xp′ の場合は, 同様に解ける.
以下では p と q が DT(P ) で隣接している場合と, そうでない場合に分けて考える.

Case 1: q が DT(P ) にて p と隣接している場合.
以下では, R̃pq = σpre

2
√

(wp + wq)2 + (hp + hq)2 とする. σpre の定義より, |pq| ≥ R̃pq

である. また, wq, hq > 0 なので R̃pq > Rp である. C̃pq を p を中心とし, 半径 R̃pq を持
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図 3.5. 補題 3.8 の仮定. 図 3.6. 補題 3.8 の Case 1.

つ円とする. C̃pq は図 3.6 の点線の円である. このとき, q と pp′ の間の垂直距離は s から

C̃pq までの垂直線分の長さ以上である. よって, xq = xs の場合を考える. |pq| ≥ R̃pq かつ

|ps| = Rp = σpre
2

√
w2

p + h2
p なので, 以下が得られる.

|sq|2 = |pq|2 − |ps|2

≥
(σpre

2

)2
((wp + wq)2 + (hp + hq)2) −

(σpre

2

)2
(w2

p + h2
p)

=
(σpre

2

)2
(w2

q + h2
q + 2wpwq + 2hphq).

さらに, Rq = σpre
2

√
w2

q + h2
q および wp, hp, wq, hq > 0 なので, 以下が得られる.

|sq|2 − R2
q ≥

(σpre

2

)2
(2wpwq + 2hphq) > 0.

したがって, Dq が pp′ と交差することはない.
Case 2: q が DT(P ) にて p と隣接していない場合.
まず pp′ ∩ Dp を外接円として含む p を頂点として持つ Delaunay 三角形が存在すること
を示す. p と p′ が DT(P ) にて隣接している場合, pp′ を 1 辺として持つ Delaunay 三角形
の外接円は pp′ ∩ Dp をすべて含む. p と p′ が DT(P ) にて隣接していない場合, pp′ の内

部と交差する辺を持つ Delaunay 三角形 △pvv′ が存在する. 補題 3.7 より v, v ̸∈ Dp なの

で, △pvv′ の外接円は pp′ ∩ Dp をすべて含む. したがって, そのような Delaunay 三角形
△pvv′ を考える. ここで, v′ が p′ の場合もある. 一般性を失うことなく, v と v′ をそれぞ

れ yv > 0, yv′ ≤ 0 となる点とする. また, t を △pvv′ の外接円と pp′ との交点とする. p

と p′ が隣接しているかどうかにかかわらず, △pvv′ の外接円は pp′ ∩ Dp を完全に含むの

で, xq ≤ xs < xt である. xv = xq のとき, yv < yq および補題 3.7 より, Dq は pp′ を含む

ことはない. したがって, 以下では xv < xq ≤ xs と xq < xv < xs の 2 つの場合を考える.
以下では, △pvv′ の外接円を境界として持つ円盤を D△ とする.
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図 3.7. 補題 3.8 の Case 2-1.

Case 2-1: xv < xq ≤ xs の場合.
r を pp′ と q から pp′ への垂直線との交点とする (図 3.7). D△ は pp′ ∩ Dp を完全に

含むので, xr ≤ xs < xt である. ∠prq = π/2 および xt − xs > 0 より, ∠ptq < π/2 で
ある. さらに, empty circle property より q ̸∈ D△ なので, ∠pvq + ∠ptq ≥ π が得られる.
よって, ∠pvq ≥ π − ∠ptq > π/2 となる. r ∈ Dp および v ̸∈ Dp より, |pr| < |pv| であり,
∠pvr ≤ ∠prv となる. これより, ∠qvr = ∠pvq − ∠pvr > π/2 − ∠prv = ∠qrv であり, し
たがって |qv| < |qr| が得られる. 補題 3.7 より Rq < |qv| なので, Dq は r を含むことはな

い. つまり, Dq が pp′ と交差することはない.
Case 2-2: xq < xv < xs の場合.
まず, xu ≤ xq ≤ xu′ となるような Delaunay 三角形 △puu′ が存在することを示す. p と

q は DT(P ) で隣接しないので, pq と内部で交差する辺 zz′ を持つ Delaunay 三角形 △pzz′

が存在する. さらに, v は p を頂点として持つ Delaunay 三角形の頂点である. p は p を頂

点として持つ Delaunay 三角形によって構成される多角形内部に含まれるので, △pzz′ から

△pvv′ へ時計回りに Delaunay 三角形を訪れると, その中には条件を満たす Delaunay 三角
形 △puu′ が存在する. ここで, △puu′ の外接円を境界として持つ閉円盤を D△′ とし, D△′

の境界を C△′ と記す. 以下では, r ∈ D△′ \ C△′ と r ̸∈ D△′ \ C△′ の 2 つの場合に分けて
考える.
Case 2-2a: r ∈ D△′ \ C△′ の場合.

t′ を C△′ と pp′ の内部との交点とする (図 3.8). r ∈ D△′ \ C△′ なので, xr < xt′ であ

る. したがって, u と t をそれぞれ v と t′ と読み替えることで, Case 2-1 と同様の議論に
より, Dq が pp′ と交差することがないことが示せる.
Case 2-2b: r ̸∈ D△′ \ C△′ の場合.
四角形 uqu′r を考える (図 3.9). 補題 3.7 より, u は Dq 内には含まれない. したがって,

Dq が pp′ と交差する場合, |qr| ≤ Rq < |qu| または |qr| ≤ Rq < |qu′| が満たされる. まず,
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図 3.8. 補題 3.8 の Case 2-2a. 図 3.9. 補題 3.8 の Case 2-2b.

|qr| ≤ Rq < |qu| の場合を考える. △qur において ∠qur < ∠qru なので, ∠qur < π/2 とな
る. q と r は D△′ の外側にあるので, ∠qu′r +∠qur ≥ π となる. したがって, ∠qu′r > π/2
となり ∠qru < π/2 が得られる. これより |qu′| < |qr| ≤ Rq となるので, u′ は Dq の内部

に存在する. これは補題 3.7 に反する. |qr| ≤ Rq < |qu′| の場合も同様に証明できるので,
Dq が pp′ と交差することはない.

定理 3.6 の証明. まず, 正当性を証明する. アルゴリズム 1 のステップ 2 における σpre の

定義より, DT(P ) にて隣接する点同士のラベルは交差することはない. また, ステップ 4 に
て考える円盤は 0 から 2π の角度の間で回転したときに描かれるものである. 各ラベルはア
ンカー点を中心に持ち, また σpre によってサイズが決められている. さらに, σpre ≥ σ∗ な

ので, 交差する円盤同士での最大拡大率の最小をとることで σ∗ が得られる.
次に, 計算量について示す. アルゴリズムのステップ 1 は O(n log n) 時間, O(n) 領域で
実施できる [22, 49]. また, ステップ 2 は各点に隣接する辺同士の最大拡大率を調べており,
Delaunay 三角形分割の辺の数は O(n) なので, O(n) 時間, O(1) 領域で計算することがで
きる. ステップ 3 にて, 交差数を K とすると, Bentley と Ottmann のアルゴリズム [11]
は O((n + K) log n) 時間, O(n + k) 領域ですべての交点を列挙することができる [11] . ま
た, ステップ 4 は O(K) 時間, O(1) 領域で計算できる. 補題 3.8 より, K ≤ 3n − 6 なので,
定理が得られる.

系 3.9. 単位高さ (または単位幅) 長方形に対する MSBR は O(n log n) 時間, O(n) 領域で
解ける.

補題 3.4 より, MSR および MSBR は最近点対問題の一般化である. 最近点対問題の計算
時間の下限は Ω(n log n) であり, この結果は本章の問題にも適用できる.
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3.5 任意の正方形ラベルに対する MSBR
本節では,与えられた点に対するラベルがすべて任意の正方形であるMSBR (Maximiza-

tion problem of the Size of labels with Boundary anchor points on Rotating
maps with Square labels, 以下では MSBRwS と記載する) を扱う. まず, 本問題に対し
て拡大率を最大化するアンカー点の位置を示し, これを利用して O(n log n) 時間アルゴリズ
ムを与える.

補題 3.10. ラベル ℓp, ℓp′ を持つ点 p, p′ が与えられ, 各ラベルのアンカー点がラベルの左
辺の中心に配置された場合, ℓp と ℓp′ は MSBRwS に対する最大拡大率 σpp′ で配置できる.

証明. 本問題においてラベル ℓp の幅 wp と高さ hp は同じであるため, 以下では高さも wp

と記載する. 同様に, ラベル ℓp′ の高さも wp′ とする. 一般性を失うことなく, p と p′ は同

じ y 座標を持つと仮定し, p′ の x 座標は p の x 座標よりも大きいと仮定する. さらに, wp

は wp′ 以下であると仮定する.
MSBR ではアンカー点はラベルの境界上に配置されなければならないため, lp = 0,

lp = 1, tp = 0, tp = 1 の中の少なくとも 1 つは満たされる. また正方形ラベルに対しては,
これら 4 つのケースは地図の回転によって, 相互に変換可能であるため, これらのケースは
等しい. そのため, ここでは lp = 0 のケースのみ考える. 同様に lp′ についても lp′ = 0,
lp′ = 1, tp′ = 0, tp′ = 1 の中の少なくとも 1 つが満たされるため, 以下の 4 つのケースを
考える.
Case 1: lp = 0 かつ lp′ = 0.
本ケースにおける不等式 (3.1)–(3.4) は,

σ ≤ dpp′/
√

w2
p′ + (tpwp + (1 − tp′)wp′)2, (3.5)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p + (tpwp + (1 − tp′)wp′)2, (3.6)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p + ((1 − tp)wp + tp′wp′)2, (3.7)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p′ + ((1 − tp)wp + tp′wp′)2 (3.8)

となる. wp < wp′ なので, 不等式 (3.5), (3.8) のみ着目する. 補題 3.1 と同様の議論により,
(1 − 2tp)wp = (1 − 2tp′)wp′ のとき, (3.5)–(3.8) を満たしつつ σ は最大化される. したがっ
て, このとき最大拡大率は dpp′/

√
w2

p′ +
( 1

2 (wp + wp′)
)2
となる.

Case 2: lp = 0 かつ lp′ = 1.
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本ケースにおける不等式 (3.1)–(3.4) は

σ ≤ dpp′/
√

(tpwp + (1 − tp′)wp′)2,

σ ≤ dpp′/
√

(wp + wp′)2 + (tpwp + (1 − tp′)wp′)2,

σ ≤ dpp′/
√

(wp + wp′)2 + ((1 − tp)wp + tp′wp′)2,

σ ≤ dpp′/
√

((1 − tp)wp + tp′wp′)2

となる. Case 1 と同様に, (1 − 2tp)wp = (1 − 2tp′)wp′ のとき σ は最大化される. また, そ

のときの最大拡大率は dpp′/

√
(wp + wp′)2 +

( 1
2 (wp + wp′)

)2
である.

Case 3: lp = 0 かつ tp′ = 0.
本ケースにおける不等式 (3.1)–(3.4) は,

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + (tpwp + wp′)2, (3.9)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + (tpwp + wp′)2, (3.10)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + ((1 − tp)wp)2, (3.11)

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + ((1 − tp)wp)2 (3.12)

となる. まず, 不等式 (3.9) と (3.10) に着目する. ((1 − lp′)wp′)2 = (wp + lp′wp′)2 の場合,
(3.9), (3.10) を満たしつつ, σ は最大化される. この条件は, lp′ = (1 − wp/wp′)/2 と書け
る. 同様に, 不等式 (3.9) と (3.12) に着目した場合も, tp = (1 − wp′/wp)/2 のときに, σ は

最大化される. 仮定より wp ≤ wp′ なので, wp = wp′ と wp < wp′ の場合をわけて考える.
wp = wp′ のとき, tp = 0 である. そうでない場合, tp は負の値となるため, 不可能である.
そのため, この場合も tp = 0 のとき σ は最大化される. 上記 2 つの条件は同時に満たされ
るので, 最大拡大率は dpp′/

√( 1
2 (wp + wp′)

)2 + w2
p′ となる.

Case 4: lp = 0 かつ tp′ = 1.
Case 3 と同様の方法により, lp′ = (1 − wp/wp′)/2 および tp = 1 のとき σ は最大化さ

れ, 最大拡大率は dpp′/
√( 1

2 (wp + wp′)
)2 + w2

p′ となることが得られる.
上記より, Case 1, 3, 4 における最大拡大率は等しく, また, Case 2の場合の最大拡大率
より大きい. そのため, Case 1, 3, 4 にて, すべてのケースの中で最大拡大率 σ∗ を達成す

るアンカー点が存在する. さらに, Case 1 において σ を最大化するアンカー点の等式は,
tp = tp′ = 1/2 を含む. よって証明は完了する.
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アルゴリズム 2 MSBRwS に対するアルゴリズム
1: P に対する Delaunay 三角形分割 DT(P ) を求める.
2: 各点 p ∈ P に対して, DT(P ) にて隣接する点との間での最大拡大率 σp を求め, その中
で最小のものを σpre = minp∈P σp とする.

3: 各点 p に対し, p を中心とした半径
√

5
2 wpσpre の閉円盤を描き, 円盤同士のすべての交

差を Bentley-Ottman の交差列挙アルゴリズム [11] で列挙する.
4: 円盤同士のすべての交差で最大拡大率を求め, その中で最小のものを σ∗ として出力

する.

補題 3.10より, 2点 p, p′に対するMSBRwSの最大拡大率は dpp′/
√

w2
p′ +

( 1
2 (wp + wp′)

)2

となる. さらに, 2 点より多い MSBRwS については, 3.2 節で説明した素朴な Θ(n2) 時間
アルゴリズムを利用することで解くことができる. よって, 以下では O(n log n) 時間アルゴ
リズムを与える.

MSBRwS に対する O(n log n) 時間アルゴリズムをアルゴリズム 2 に示す. このアルゴ
リズムは, アルゴリズム 1 とほぼ同じである. 違いは, ステップ 2, 4 にて補題 3.10 で得ら
れたアンカー点を利用して 2 点間の最大拡大率を求めることである. さらに, ステップ 3 に
て, 補題 3.10 にて得られた半径の閉円盤を利用する部分も異なる.
以下では, アルゴリズム 2 の正当性と計算量を示す.

定理 3.11. MSBRwS は O(n log n) 時間, O(n) 領域で解ける.

証明. 本質的に, この定理の証明は定理 3.6 と同様である. しかし, アルゴリズム 2 にて, 補
題 3.8 は満たされない. よって, 以下ではアルゴリズム 2 のステップ 3 の後で得られた閉円
盤同士の交差の数が O(n) であることを示す.
これを示すために, P に対する sphere-of-influence graph (以下, SIG と記載) [56]
を利用する (図 3.10). SIG とは, P を頂点とし, 2 つの点の最近傍円同士が交差する場合に
辺を持つグラフのことである. ここで, 点 p ∈ P の最近傍円とは, p を中心とし, その半径が
p の最近点までの距離となる円のことである. SIG の辺の数は高々 15n であることが知ら

れている [53].
補題 3.8 と同様に, アルゴリズム 2 のステップ 3 にて, 円盤同士が交差する場合に, その

2 点を直線分でつないだグラフを考える. 補題 3.7 より, 各円盤は最近傍円よりも小さい. し
たがって, 直線分グラフの辺の数は高々 15n であり, 証明は完了する.
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図 3.10. sphere-of-influence graph (SIG) の例. 太線が SIG であり, 点線円が最近
傍円である.

上記の証明は, アルゴリズム 1 にも適用できるため, こちらの方が簡単である. しかし, 定
理 3.6 の証明は, MSR と単位高さ長方形ラベルに対する MSBR が, MSBRwS よりも実際
には高速に解けることを示唆している. さらに, MSBRwS を解くために, 次のような代替の
アルゴリズムも考えることができる. まず, P に対する SIG を構築する. 次に, SIG の各
辺の端点同士で最大拡大率を計算し, その最小のものを選ぶ. SIG の構築アルゴリズムは
[55] にて正確に記載されていないが, おそらくアルゴリズム 2 と似たようなものになる. 定
理 3.11 の証明にて構築された交グラフの辺の数も実際には SIG よりも少ないため, アルゴ
リズム 2 は代替アルゴリズムと比べ, 実際には MSBRwS を高速に解く.

3.6 任意の長方形ラベルに対する MSBR
本節では, 与えられた点に対するラベルが任意の長方形である MSBR に対して,

O(n log n) 時間 1/2 -近似アルゴリズムを与える. まず, 最大拡大率の 1/2 以上の拡大
率となるアンカー点の位置について示し, その後, O(n log n) 時間アルゴリズムを示す.
O(n log n) 時間アルゴリズムは, アルゴリズム 1 とほぼ同様である. なお, 任意の長方形ラ
ベルに対する MSBR が NP 困難かどうかはわかっていない.

補題 3.12. すべての点に対して, アンカー点の位置をそのラベルの左辺の中心とする. この
とき得られる最大拡大率は, MSBR に対する最大拡大率の 1/2 以上である.

証明. まず, 2 点 p, p′ に対する MSBR を考える. ここで, 一般性を失うことなく, wp < wp′
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であると仮定する. ラベルの左辺の中心にアンカー点があるので, 不等式 (3.1)–(3.4) は,

σ ≤ dpp′/

√
w2

p′ +
(

1
2

(hp + hp′)
)2

,

σ ≤ dpp′/

√
w2

p +
(

1
2

(hp + hp′)
)2

となる. ここで, wp < wp′ と仮定しているため, dpp′/
√

w2
p′ +

( 1
2 (hp + hp′)

)2
が 2 点 p, p′

に対する最大拡大率となる. また, 2 点より多い MSBR に対して, ラベルの左辺の中心にア

ンカー点がある場合の最大拡大率は min
{

dpp′/
√

w2
p′ +

( 1
2 (hp + hp′)

)2
∣∣∣∣ p, p′ ∈ P

}
とな

る. これを σLC とする.
また, 3.2 節より, 任意の長方形ラベルが与えられた MSR に対する最大拡大率 σMSR は,

min
{

2dpp′/
√

(wp + wp′)2 + (hp + hp′)2
∣∣∣∣ p, p′ ∈ P

}
となる. MSBR に対する最適値 σMSBR が σMSR を超えることはないため,

σLC = min

 dpp′/

√
w2

p′ +
(

1
2

(hp + hp′)
)2

∣∣∣∣∣∣ p, p′ ∈ P


> min

{
dpp′/

√
(wp + wp′)2 + (hp + hp′)2

∣∣∣∣ p, p′ ∈ P

}
= 1

2
σMSR ≥ 1

2
σMSBR.

となり, 証明は完了する.

上記の補題とアルゴリズム 1 のわずかな修正により, 任意の長方形に対する MSBR の
O(n log n) 時間, 1/2 -近似アルゴリズムが得られる. アルゴリズム 3 にアルゴリズムを示
す. アルゴリズム 2 と同様に, アルゴリズム 1 との違いはステップ 2, 4 で利用するアン
カー点の位置と, ステップ 3 の各円盤の半径である.
補題 3.12 および定理 3.11 と同様の議論により, 以下の定理が得られる.

定理 3.13. アルゴリズム 3 は MSBR に対する O(n log n) 時間, O(n) 領域, 1/2 -近似アル
ゴリズムである.
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アルゴリズム 3 MSBR に対する 1/2 -近似アルゴリズム
1: P に対する Delaunay 三角形分割 DT(P ) を求める.
2: 各点 p ∈ P に対して, DT(P ) にて隣接する点との間での最大拡大率 σp を求め, その中
で最小のものを σpre = minp∈P σp とする.

3: 各点 p に対し, p を中心とした半径 σpre

√
w2

p + ( 1
2 hp)2 の閉円盤を描き, 円盤同士のす

べての交差を Bentley-Ottman の交差列挙アルゴリズム [11] で列挙する.
4: 円盤同士のすべての交差で最大拡大率を求め, その中で最小のものを σ∗ として出力

する.

3.7 特殊な長方形ラベルに対する MSBR
本節では, アンカー点が配置される辺が決まっている場合の, アンカー点の位置について
考察し, その結果から特殊な条件を満たした長方形ラベルが与えられた MSBR が多項式時
間で解けることを示す.
まず, 不等式 (3.1)–(3.4) を利用すると, MSR は図 3.11 に示す数理計画問題として定式
化できる. また, 式 (3.23) を,

lp, tp ∈ ∂(ℓp) ∀p ∈ P (3.13)

とすることで, MSBR の定式化となる. ここで, ∂(ℓp) は, ℓp の境界である.
ζ = 1/σ とすると, MSR の数理計画問題は, 図 3.12 のように書き直せる. 本式は 2 次錐
計画であり, 多項式時間で解が求められる [45, 46]. 3.2 節では, MSR に対する O(n2) 時間
アルゴリズムを与えたが, MSR に対する多項式時間アルゴリズムとしては, 2 次錘計画への
帰着が利用できる. 一方で, MSBR の場合, つまり, 式 (3.33) を式 (3.13) に置き換えた場合,
2 次錐計画とはならない. しかし, 図 3.12 より, すべてのラベルに対してアンカー点を配置
する辺が決まっている場合には, MSBR であったとしても, 多項式時間で解が求められる.
次に, 上記定式化を利用して, 2 つの点に対する MSBR の解の性質を示す.
ラベル ℓp, ℓp′ を持つ 2 つの点 p, p′ に対する MSBR を考える. MSBR では, アンカー点
はラベルの境界にのみ存在するので, アンカー点が配置される候補の辺は, 左辺, 右辺, 上辺,
下辺の 4 つである. よって, 2 点 p, p′ に対する MSBR の解において, アンカー点が配置さ
れる ℓp および ℓp′ の辺の候補は 16 通りである (表 3.2). 以下ではまず, これらの候補のう
ちいくつかが同じ最適値を持つことを示す.

補題 3.14. ラベル ℓp, ℓp′ を持つ 2 つの点 p, p′ 対する MSBR において, アンカー点を配
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maximize σ (3.14)

subject to σ ≤ dpp′/
√

Ŵ 2
pp′ + Ĥ2

pp′ ∀p, p′ ∈ P (3.15)

σ ≤ dpp′/
√

Ŵ 2
pp′ + H̃2

pp′ ∀p, p′ ∈ P (3.16)

σ ≤ dpp′/
√

W̃ 2
pp′ + H̃2

pp′ ∀p, p′ ∈ P (3.17)

σ ≤ dpp′/
√

W̃ 2
pp′ + Ĥ2

pp′ ∀p, p′ ∈ P (3.18)

Ŵpp′ = lpwp + (1 − lp′)wp′ ∀p, p′ ∈ P (3.19)

W̃pp′ = (1 − lp)wp + lp′wp′ ∀p, p′ ∈ P (3.20)

Ĥpp′ = tphp + (1 − tp′)hp′ ∀p, p′ ∈ P (3.21)

H̃pp′ = (1 − tp)hp + tp′hp′ ∀p, p′ ∈ P (3.22)
lp, tp ∈ [0, 1] ∀pi ∈ P (3.23)

図 3.11. MSBR の数理計画問題による定式化.

表 3.2. アンカー点を配置する辺が決まっている場合の MSBR の最適値が等しくな
る場合分け.

ℓp′ のアンカー点の位置

lp′ = 0 tp′ = 0 lp′ = 1 tp′ = 1

ℓp のアンカー点の位置

lp = 0 A E C E
tp = 0 F B F D
lp = 1 C E A E
tp = 1 F D F B

置するラベル上の辺が決められたとき, 以下の場合でそれぞれ得られる MSBR の最大拡大
率は等しい.

Case A lp = lp′ = 0, または lp = lp′ = 1.
Case B tp = tp′ = 0, または tp = tp′ = 1.
Case C lp = 0 かつ lp′ = 1, または lp = 1 かつ lp′ = 1.
Case D tp = 0 かつ tp′ = 1, または tp = 1 かつ tp′ = 1.
Case E lp = 0 または lp = 1, かつ tp′ = 0 または tp′ = 1.
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minimize ζ (3.24)

subject to
√

Ŵ 2
pp′ + Ĥ2

pp′ ≤ dpp′ζ ∀p, p′ ∈ P (3.25)√
Ŵ 2

pp′ + H̃2
pp′ ≤ dpp′ζ ∀p, p′ ∈ P (3.26)√

W̃ 2
pp′ + H̃2

pp′ ≤ dpp′ζ ∀p, p′ ∈ P (3.27)√
W̃ 2

pp′ + Ĥ2
pp′ ≤ dpp′ζ ∀p, p′ ∈ P (3.28)

Ŵpp′ = lpwp + (1 − lp′)wp′ ∀p, p′ ∈ P (3.29)

W̃pp′ = (1 − lp)wp + lp′wp′ ∀p, p′ ∈ P (3.30)

Ĥpp′ = tphp + (1 − tp′)hp′ ∀p, p′ ∈ P (3.31)

H̃pp′ = (1 − tp)hp + tp′hp′ ∀p, p′ ∈ P (3.32)
lp, tp ∈ [0, 1] ∀p ∈ P (3.33)
ζ > 0 (3.34)

図 3.12. MSR に対する 2 次錐計画.

Case F lp′ = 0 または lp′ = 1, かつ tp = 0 または tp = 1.

証明. まず, Case A について示す. ℓp の左辺にアンカー点が存在 (lp = 0) し, ℓp′ の左辺に

アンカー点が存在 (l′
p = 0) する場合の最適解を考える. このとき, Ŵpp′ = wp′ , W̃pp′ = wp

であり, 制約式 (3.15)–(3.18) は,

σ ≤ dpp′/
√

w2
p′ + Ĥ2

pp′ (3.35)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p′ + H̃2

pp′ (3.36)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p + H̃2

pp′ (3.37)

σ ≤ dpp′/
√

w2
p + Ĥ2

pp′ (3.38)

となる. 一方で, ℓp の右辺にアンカー点が存在 (lp = 1) し, ℓp′ の右辺にアンカー点が存

在 (l′
p = 1) する場合の最適解では, Ŵpp′ = wp, W̃pp′ = wp′ である. このとき, 制約式

(3.15)–(3.18) は, 式 (3.35)–(3.38) となり, ℓp, ℓp′ の左辺にアンカー点が存在する場合と変

わらない. つまり, これらの 2 つの場合の最適解は同じであり, 本最適解においてはどちら
の場合でもラベルを配置できる. Case B–D についても同様に示せる.
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次に, Case E について示す. ℓp の左辺にアンカー点が存在 (lp = 0) し, ℓp′ の上辺に

アンカー点が存在 (t′
p = 0) する場合の最適解を考える. このとき, Ŵpp′ = (1 − lp′)wp′ ,

W̃pp′ = wp + lp′wp′ , Ĥpp′ = tphp +hp′ , H̃pp′ = (1− tp)hp であり, 制約式 (3.15)–(3.18) は,

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + (tphp + hp′)2 (3.39)

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + ((1 − tp)hp)2 (3.40)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + ((1 − tp)hp)2 (3.41)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + (tphp + hp′)2 (3.42)

となる. 一方で, ℓp の左辺にアンカー点が存在 (lp = 0) し, ℓp′ の下辺にアンカー点が存在

(t′
p = 1) する場合の最適解では, Ŵpp′ = (1 − lp′)wp′ , W̃pp′ = wp + lp′wp′ , Ĥpp′ = tphp,

H̃pp′ = (1 − tp)hp + hp′ である. このとき, 制約式 (3.15)–(3.18) は,

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + (tphp)2 (3.43)

σ ≤ dpp′/
√

((1 − lp′)wp′)2 + ((1 − tp)hp + hp′)2 (3.44)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + ((1 − tp)hp + hp′)2 (3.45)

σ ≤ dpp′/
√

(wp + lp′wp′)2 + (tphp)2 (3.46)

となり, 制約式 (3.39)–(3.42) と異なる. しかし, 制約式 (3.23) より tp ∈ [0, 1] であり, その
ため, tp = 1 − t̄p (ここで, t̄p ∈ [0, 1]) としても, 最適値は変わらない. このように置き換え
ると, 制約式 (3.39)–(3.42) と制約式 (3.43)–(3.46) は等しくなる. よって, これら 2 つの場
合の最適値は等しい (ただし, 2 つの場合でアンカー点の位置は異なる). Case E の中のそ
の他場合 (ℓp の右辺にアンカー点が存在し, ℓp′ の上辺または下辺にアンカー点が存在する

場合) も同様に示せる. さらに, Case F についても同様に示せる.

補題 3.14 より, 以下では各 Case におけるアンカー点の位置を以下とする.

Case A. lp = 0 かつ lp′ = 0.
Case B. tp = 0 かつ tp′ = 0.
Case C. lp = 0 かつ lp′ = 1.
Case D. tp = 0 かつ tp′ = 1.
Case E. lp = 0 かつ tp′ = 0.
Case F. tp = 0 かつ lp′ = 0.
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なお, 以下では各 Case における最大拡大率をそれぞれ σA, σB, . . . , σF と表し, また, 2 点
p, p′ に対しては, 例えば Case A の場合には, σA

pp′ のように表記する.

補題 3.15. ラベル ℓp, ℓp′ を持つ 2 つの点 p, p′ に対する MSBR において, 表 3.2 に示す
A–F の 6 つの Case それぞれの場合の σpp′ およびアンカー点の位置は以下となる.

Case A. σA
pp′ = dpp′/

√
max(w2

p, w2
p′) + ((hp + hp′)/2)2 であり, tp, tp′ は (1 − 2tp)hp =

(1 − 2tp′)hp′ を満たす.
Case B. σB

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + max(h2
p, h2

p′) であり, lp, lp′ は (1 − 2lp)wp =
(1 − 2lp′)wp′ を満たす.

Case C. σC
pp′ = dpp′/

√
(wp + wp′)2 + ((hp + hp′)/2)2 であり, tp, tp′ は (1 − 2tp)hp =

(1 − 2tp′)hp′ を満たす.
Case D. σD

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + (hp + hp′)2 であり, lp, lp′ は (1 − 2lp)wp =
(1 − 2lp′)wp′ を満たす.

Case E.
• wp ≤ wp′ かつ hp′ ≤ hpの場合, σE

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + ((hp + hp′)/2)2

であり, tp = (1 − hp′/hp)/2, lp′ = (1 − wp/wp′)/2 となる.
• wp > wp′ かつ hp′ ≤ hp の場合, σE

pp′ = dpp′/
√

w2
p + ((hp + hp′)/2)2 であり,

tp = (1 − hp′/hp)/2, lp′ = 0 となる.
• wp ≤ wp′ かつ hp′ > hp の場合, σE

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + h2
p′ であり,

tp = 0, lp′ = (1 − wp/wp′)/2 となる.
• wp > wp′ かつ hp′ > hp の場合には, σE

pp′ = dpp′/
√

w2
p + h2

p′ であり, tp = 0,
lp′ = 0 となる.

Case F.
• wp′ ≤ wpかつ hp ≤ hp′ の場合, σF

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + ((hp + hp′)/2)2

であり, lp = (1 − wp′/wp)/2, tp′ = (1 − hp/hp′)/2 となる.
• wp′ > wp かつ hp ≤ hp′ の場合, σF

pp′ = dpp′/
√

w2
p′ + ((hp + hp′)/2)2 であり,

lp = 0, tp′ = (1 − hp/hp′)/2 となる.
• wp′ ≤ wp かつ hp > hp′ の場合, σF

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + h2
p であり,

lp = 0, tp′ = (1 − hp/hp′)/2 となる.
• wp′ > wp かつ hp > hp′ の場合には, σF

pp′ = dpp′/
√

w2
p′ + h2

p であり, lp = 0,
tp′ = 0 となる.

証明. まず, Case A について示す. 制約式 (3.35), (3.36) に着目すると, Ĥpp′ が大きくな
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ると H̃pp′ が小さくなる. よって, Ĥpp′ = H̃pp′ のときに, σA
pp′ は最大となる. よって, 制約

式 (3.35)–(3.38) を満たす中で最大の σA
pp′ となるのは, (1 − 2tp)hp = (1 − 2tp′)hp′ を満た

す tp, tp′ を選んだ時であり, このとき, σA
pp′ = dpp′/

√
max(w2

p, w2
p′) + (hp + hp′)2 となる.

tp, tp′ ∈ [0, 1] であり, tp = tp′ = 1/2 のとき必ず上記式を満たすため, あらゆるラベルサイ
ズにて本拡大率は達成できる. Case B–D についても同様に示せる.
次に, Case E について示す. Case E においても Case A の場合と同様に, 制約式

(3.39)–(3.42) を満たす中で最大の σE
pp′ となるのは, (1 − lp′)wp′ = (wp + lp′wp′) かつ

(1−tp)hp = tphp +hp′ のときである. このとき, tp = (1−hp′/hp)/2, lp′ = (1−wp/wp′)/2
であり, σE

pp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + ((hp + hp′)/2)2 となる. ここで, tp, lp′ ∈ [0, 1]
のため, wp > wp′ または hp′ > hp の場合には, 本 σE

pp′ は達成できない. wp > wp′ かつ

hp′ ≤ hp の場合には, (1 − wp/wp′)/2 < 0 となるため, lp′ ≥ 0 とする必要がある. lp′ = 0
の場合は, σE

pp′ = σA
pp′ となるが, lp′ の値が大きくなるにつれて最大拡大率は大きくなり,

lp′ = 1 にて σE
pp′ = σC

pp′ となる. よって, lp′ = 0 のときが最大であり, tp = (1 − hp′/hp)/2
にて, σE

pp′ = dpp′/
√

w2
p + ((hp + hp′)/2)2 となる. wp ≤ wp′ かつ hp′ > hp の場合,

wp > wp′ かつ hp′ > hp の場合も同様に示せる. Case F についても同様に示せる.

補題 3.15 を利用して以下の補題が得られる.

補題 3.16. ラベル ℓp, ℓp′ を持つ 2 つの点 p, p′ に対する MSBR において, 以下が満たさ
れる.

• wp ≤ wp′ および hp ≤ hp′ の場合, または, wp ≥ wp′ および hp ≥ hp′ の場合,

σpp′ = dpp′/
√

min(w2
p′ + ((hp + hp′)/2)2, ((wp + wp′)/2)2 + h2

p′).

• wp ≤ wp′ および hp ≥ hp′ の場合, または, wp ≥ wp′ および hp ≤ hp′ の場合,

σpp′ = dpp′/
√

((wp + wp′)/2)2 + ((hp + hp′)/2)2.

補題 3.16 より, すべての点対 p, p′ に対して, wp ≤ wp′ および hp ≤ hp′ であり,
さらに, w2

p′ + ((hp + hp′)/2)2 ≤ ((wp + wp′)/2)2 + h2
p′) の場合には, lp = lp′ = 0 か

つ tp = tp′ = 1/2 にアンカー点を置くことで, 最大拡大率でラベルを配置することが
できる. 同様に, すべての点対 p, p′ に対して, wp ≤ wp′ および hp ≤ hp′ であり,
w2

p′ + ((hp + hp′)/2)2 ≥ ((wp + wp′)/2)2 + h2
p′) の場合, アンカー点の位置を lp = lp′ = 1/2

かつ tp = tp′ = 0 とすることで, 最大拡大率でラベルを配置することができる. このような
条件を満たした長方形ラベルに対しては, (アンカー点の位置が異なるが) アルゴリズム 2 が
適用できるため, 以下が得られる.
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命題 3.17. すべての点対 p, p′ ∈ P に対して, 以下のどちらかの条件が満たされる場合,
MSBR は O(n log n) 時間, O(n) 領域で解ける.

• wp ≤ wp′ および hp ≤ hp′ であり,さらに, w2
p′ +((hp+hp′)/2)2 ≤ ((wp+wp′)/2)2+

h2
p′) である.

• wp ≤ wp′ および hp ≤ hp′ であり, w2
p′ + ((hp + hp′)/2)2 ≥ ((wp + wp′)/2)2 + h2

p′)
である.

命題 3.17 は, アルゴリズム 2 が適用できる範囲をより正確に表現したものとしてみるこ
とができる.

3.8 4 -スライダーモデル以外の場合
前節までは MSR および (4 -スライダーモデルである) MSBR のアルゴリズムについて述
べてきた. 本節では, 前節までの結果を利用し, 1 -ポジションモデル, および 1 -スライダー
モデルに対する MSBR が多項式時間で解けることを示す. これらの大きな特徴は, 4 -スラ
イダーモデルの場合と比べ, 任意の長方形ラベルに対しても最大拡大率が求まることである.

3.8.1 1 -ポジションモデルに対する MSBR

1 -ポジションモデルの MSBR では, すでにアンカー点の位置が決まっている. そのため,
指定されたアンカー点の位置を利用して, アルゴリズム 2 を解くことで, 以下が得られる.
なお, 利用する円盤の半径は異なるので注意すること.

定理 3.18. 1 -ポジションモデルの MSBR は O(n log n) 時間, O(n) 領域で解ける.

アンカー点がどの位置であったとしても, Delaunay 三角形分割上で隣接する点との間で
の最大拡大率を求めると, ラベルを 360◦ 回転させたときに得られる円盤が他の点を含むこ

とはない. そのため, アルゴリズム 2 の証明と同様の方法で, 上記定理は得られる.

3.8.2 1 -スライダーモデルに対する MSBR

1 -スライダーモデルの MSBR は, 3.7 節で説明したように, 2 次錘計画 (図 3.12) にて多
項式時間で解ける [45, 46].

定理 3.19. 1 -スライダーモデルの MSBR は多項式時間で解ける.
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3.9 まとめ

本節では, 回転する地図に対するラベルサイズ最大化を考えた. 一般に静的な地図に対す
るラベルサイズ最大化は APX 困難であるが, この問題は多項式時間で解けること, また, 効
率的に最大拡大率が求められることを示した.
今後の課題としては, 任意の長方形ラベルに対する MSBR の多項式時間アルゴリズムが
挙げられる. また, 他の動的な環境, 例えば, 拡大する地図や点の軌跡, への対応も挙げら
れる.
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点重なり最小ラベル配置問題

従来のラベル配置問題では, ラベルが互いに交わらないように配置する問題を考えていた.
しかし, 航空管制システムにおいては, ラベルは航空機の位置だけでなく, 高度や速度のよう
な重要な情報も含むため, すべてのラベルを配置する必要がある. そのため, 航空管制官は
読むことができないラベルを読むために, 時間のかかる手作業でラベルの位置を移動させる.
なお, ラベルのサイズは固定である.
この背景のもと, de Berg と Gerrits [23] はフリーラベル最大化 (Free-Label Maxi-

mization) 問題を導入した. この問題は, 他のラベルと重なりがないラベルであるフリーラ
ベルの数を最大化する. つまりこの問題設定では, 他のラベルを動かさないで読むことが可
能なラベルの数を最大化する. しかし, フリーでないラベルを読むために, 重なっている他の
ラベルを移動させるためのコストは高くなる. 図 4.1(a) にフリーラベル最大化の最適解を
示す. ここで, フリーラベルの数は 5 である. しかし, 航空管制システムに対する実際の応用
を考慮した場合, この解は望ましくない. その理由を説明する. 同じ点に複数のラベルが重
なっている場合, それらのラベルは互いを読めないものとしており, 航空管制官はそのラベ
ルを読むために少なくとも 1 つのラベルを動かす必要がある. 航空管制官は, 画面上の航空
機の位置を把握しながら, ラベルを確認するため, 1 つのラベルを見ることに時間がかかる
ことよりも, 画面全体を走査しながら, 少しずつラベルの重なりを解消する方がよい.
手動でラベルを移動させる数を削減するための 1 つの代替方法として, 以下の新たな問題
を導入する.

定義 4.1 (点重なり最小化). 平面上の n 点集合 P = {p1, . . . , pn} (これをラベル点の集合
と呼ぶ) と軸平行な n 個の長方形ラベルの集合 {ℓ1, . . . , ℓn} で構成されたインスタンス I

が与えられる. ここで, 各ラベル点 pi にラベル ℓi は配置されるとする. このとき, pi は ℓi

の境界上にあるようにする. 平面上の任意の点 q に対して, 関数 λ(q) を q に重なるラベル



42 第 4章 点重なり最小ラベル配置問題

(a) フリーラベル最大化. (b) 点重なり最小化.

図 4.1. (a) フリーラベル最大化と (b) 点重なり最小化の最適解の違い.

の数とする. I に対する点重なり最小化 (Point-Overlap Minimization) 問題は, 平面
上のすべての点 q の中で最大の λ(q) を最小化する, すべてのラベルの配置位置を求めるも
のである.

図 4.1(b) は図 4.1(a) と同じ点集合に対する点重なり最小化の最適解を示す. ここで, 最
適解の値も, フリーラベルの数も 2 である. しかし, フリーラベル最大化と比べ, すべてのラ
ベルは他のラベルを動かすことなく読むことができる.

de Berg と Gerrits [23] は航空管制システムへの応用のための最初のステップとして, 静
的な地図のみに対するフリーラベル最大化を扱っていた. 本章では, 各ラベル点が移動する
場合の点重なり最小化も扱う. この問題を扱う上で, 3 章で扱った, ラベル内の点とラベル点
を一致させる点である, アンカー点を利用する. ラベル点が移動する場合も, 静的なラベル点
集合の場合と同様に, 各ラベルの境界上にラベル点があるようにラベルは配置される. その
ため, 各ラベルにおいて利用可能なアンカー点の集合を A とする. A はラベル配置候補に

よって定義され, 例えば 4 -ポジションモデルでは, ラベルの左上, 右上, 右下, 左下の 4 つの
頂点の集合である. これを利用して 各ラベル点に対するアンカー点の位置, つまり, ラベル
配置位置を返す, ラベル配置関数 F : P → A を定義する. また, すべてのラベル配置関数 F

の集合を F とする.

定義 4.2 (移動する点集合に対する点重なり最小化). 平面上の移動する n 個のラベル点

の集合 P = {p1, . . . , pn} と軸平行な n 個の長方形ラベルの集合 {ℓ1, . . . , ℓn} で構成さ
れたインスタンス I が与えられる. ここで各ラベル点 pi ∈ P の時刻 t における位置は

pi(t) = (xi(t), yi(t)) で表わされる. また, 各ラベル点 pi にラベル ℓi は配置されるとする.
このとき, pi は ℓi の境界上にあるようにする. ラベル配置関数 F ∈ F にて, 時刻 t におけ

る平面上の任意の点 q に重なるラベルの数を λF
t (q) とする. I に対する移動する点に対す
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る点重なり最小化 (Point-Overlap Minimization for Moving Points) 問題は,

min
F ∈F

max
t

max
q∈R2

λF
t (q)

となるラベル配置関数 F ∈ F を求めるものである.

この問題では, ラベル配置関数はすべての時刻 t で同じであるため, すべての時刻 t にお

いて, 各ラベル ℓi のラベル点 pi に対する配置位置は変わらない. この問題設定は, ラベル
が移動中に突然位置が変わることはない, という要求項目 [7] を満たしている.
なお, ここで扱う点集合はあらかじめどのように移動するのかがわかっており, また, 移動
するラベル点 pi ∈ P の各座標値 xi(t), yi(t) は高々次数 δ (δ は定数) の多項式で表わされ
るものとする. さらに [2] と同様に, 2 つの移動するラベル点の交点は O(1) 時間で求められ
る計算モデルを仮定する. 移動する点集合に対するフリーラベル最大化 [24] も考えられて
いるが, 提案されているのはヒューリスティクスであり, 理論的な保証はない.
上記の問題に対し, 本章ではまず任意の長方形ラベルに対する LP 緩和を利用した 4 -近
似アルゴリズムを提案する. このアルゴリズムは, 静的な点重なり最小化および, 移動する点
集合に対する点重なり最小化双方に利用できる. ここで扱うのは, 4 -ポジションモデルのみ
である.
さらに, 単位正方形ラベルに対する, より速く動作する組合せ的な 8 -近似アルゴリズムを
提案する. ここでは, 4 -ポジションモデルだけでなく, スライダーモデルも対象とする.
なお, 4 -ポジションモデルおよび 4 -スライダーモデルに対する点重なり最小化は, NP 困
難であることに注意する. この結果は, [31, 58] のような他の NP 困難なラベル配置問題か
らの帰着により, 簡単に得られる.

4.1 関連研究

本章で扱っている, 平面上のすべての点 p の中で最大の λ(p) は, ply と呼ばれており, 近
年 ply に関する最適化問題が多く研究されている. 例えば, Evans ら [29] は動く点集合に
おいて, 時間の経過によってそれぞれの点がどのように動いているかはわからず, 点に対し
てクエリを出すことで, 正確な位置がわかるような場合に, 一定時間経過後に ply が最小と
なるようなクエリ戦略を求める問題を扱っている. グラフ描画の分野では, 低 ply グラフ描
画問題が考えられている [6, 37]. この問題では固定した ply の数で描画できる直線グラフ
があるか調べられている. Buchin ら [13] は, ply が固定された 1 次元ポリラインに対して,
Fréchet 距離を計算するアルゴリズムを与えている.
静的な点集合に対する点重なり最小化は, スケジューリングにおける, マシン数最小化
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(Machine Minimization) 問題と関係する.

定義 4.3 (マシン数最小化). ジョブの集合 J = {j1, . . . , jn} が与えられる　各ジョブ
ji ∈ J はリリース時刻 ri, 終了期限 di, 処理時間 pi を持つ. マシン数最小化 (Machine
Minimization) 問題では, すべてのジョブ ji ∈ J が, ri から di の間に処理され, また, 各
時刻において 1 つのマシンには 1 つのジョブしか割り当てられないようなスケジュールの
中で, マシンの数が最小となるものを求める.

1 次元地図の場合の点重なり最小化はマシン数最小化の特殊ケースの 1 つである. なお,
マシン数最小化では, リリース時刻と終了期限の間ならばどこからでもジョブを開始できる
連続的なモデル [20, 38] と, リリース時刻と終了期限の間の決められた位置からしか開始で
きない離散的なモデル [21, 62] の 2 つが考えられている. 前者はスライダーモデル, 後者は
固定位置モデルと対応する.
移動する点集合を考慮する問題としては, 動的データ構造 (Kinetic Data Structure)
が挙げられる. 移動する点集合に対する動的データ構造として, 最近点対や全最近点, ユーク
リッド最小木などが考えられている [50].

4.2 問題の定式化と 4 -近似アルゴリズム
本節では, 4 -ポジションモデルに対する点重なり最小化を IP によって定式化し, LP 緩和
を用いた 4 -近似アルゴリズムを提案する. また同様の考えで, 移動する点集合に対する点重
なり最小化に対する 4 -近似アルゴリズムも併せて提案する. これらのアルゴリズムは n 個

の任意の長方形ラベルを扱うことができる.
本章では, I を扱う問題のインスタンスの集合とする. ただし, 扱っている問題を明確にす
るために, c -ポジションモデルのインスタンスの集合の場合には IcP, c -スライダーモデル
の場合には, IcS と記載する. さらに, 移動する点集合の問題を扱う場合には, IMP と記載す

る. 例えば, 4 -ポジションモデルの静的な点集合に対する点重なり最小化のインスタンスの
集合は, I4P となり, 4 -スライダーモデルの動的な点集合に対する点重なり最小化のインス
タンスの集合は, IMP

4S となる. 与えられたインスタンス I ∈ I に対して, アルゴリズム ALG
の解の目的関数値を ALG(I) と記す. 同様に, 問題の最適値は OPT(I) と記す.

4.2.1 静的な点集合に対する点重なり最小化

まず, 4 -ポジションモデルに対する点重なり最小化の IP 定式化を与える. ラベル点 pi

に対して, Sij をラベル ℓi を配置可能な j 番目の候補領域とする. ここで, j = 1, 2, 3, お
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pi

Si1 Si2

Si3Si4

1st slab

cells of i-th slab

2nd slab

i-th slab

図 4.2. ラベル候補. 図 4.3. スラブとセル.

よび 4 はそれぞれ, pi に対して “左上”, “右上”, “右下”, “左下” のラベル候補を意味する
(図 4.2). このとき, 変数 xij は Sij にラベル ℓi を配置する場合には 1, 配置しない場合に
は 0 となるものとする. また, 以下で定義されるセルの集合を C と記す. 各ラベル候補の上
辺または下辺を通る水平線を引く. これにより平面は水平なスラブ (図 4.3) に分割される.
ここで, スラブの数は O(n) である. 次に, 各スラブに対して, スラブと交差する各ラベル候
補の左辺または右辺を通る垂直線を引く. 連続した 2 つの垂直線で囲まれた領域をセルと定
義する. スラブ内のセルの数は O(n) のため, 平面上のすべてのセルの数は O(n2) である.
この IP の目的は平面上の点と重なるラベルの数の最大値を示す τ を最小化することであ

る. IP は以下である.

minimize τ

subject to
∑

Sij∩C ̸=∅

xij ≤ τ C ∈ C

4∑
j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n

xij ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, 2, 3, 4

(4.1)

この IP において, 最初の制約式は各セルと重なるラベルの数は高々 τ であることを意味し

ている. この制約式は平面上のすべての点の代わりにすべてのセルを考えている. これは平
面上の点と交差するラベルのすべての可能なケースは, セルによって表すことができるため
である. なお, τ = 1 とすると, この制約式は MISR の近似アルゴリズム [15, 16] を設計す
るために使われるものと同じである. 2 つ目の制約式は, 1 つのラベル候補位置に各ラベル
が配置されることを意味する. 1 つ目の制約式の数は O(n2), 2 つ目の制約式の数は O(n)
なので, 制約式の総数は O(n2) である.
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IP (4.1) の LP 緩和は以下である.

minimize τ

subject to
∑

Sij∩C ̸=∅

xij ≤ τ C ∈ C

4∑
j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n

xij ≥ 0 i = 1, . . . , n, j = 1, 2, 3, 4

(4.2)

この LP を利用して, 点重なり最小化に対する単純な 4 -近似アルゴリズムを得る. アルゴリ
ズムは以下である.

Step 1. LP (4.2) の最適解を求める.
Step 2. 各ラベル点 pi に対して, xij ≥ 1/4 となるような変数 xij を 1 つ選び, その変数

の値を 1 とする. 残りの変数については 0 とする.

このアルゴリズムを LP-Rounding (LPR) と呼ぶ.

定理 4.1. 任意のインスタンス I ∈ I4P に対して, LPR(I) ≤ 4OPT(I) である.

証明. アルゴリズム LPR は各ラベル点に対して 1 つだけラベルを配置する. そのため, ア
ルゴリズム LPR で得られるラベルの配置は正当なラベル配置である.
アルゴリズム LPR で得られた解の目的関数値 LPR(I) を考える. また, LP (4.2) の
最適値を OPTLP(I) とする. このとき, 各ラベル点 pi に対して xij は少なくとも 1/4
以上の値であるため, LPR(I) は高々 4OPTLP(I) である. OPTLP(I) ≤ OPT(I) のため,
LPR(I) ≤ 4OPT(I) となり, 定理を得る.

ラベル点が 1 つだけの点集合で構成されるインスタンスの場合, LP (4.2) の最適値は 1/4
となる. そのため, LP (4.2) の整数性ギャップは 4 となり, アルゴリズム LPR の近似率と
一致する.
アルゴリズム LPR の計算時間を以下に示す. Step 1 ではまず, C を構築する必要がある.
これには, O(n2) 時間かかる. さらに, LP (4.2) を解くためには, O(N3L) 時間かかる [51],
ここで, N は LP (4.2) における変数の数であり, また, L は LP (4.2) で必要とするビッ
ト長である. LP (4.2) においては N = O(n), L = O(n3) なので, Step 1 は合計で O(n6)
時間かかる. Step 2 は O(n) 時間かかる. 上記議論をまとめると, アルゴリズム LPR は
O(n6) 時間で動作する.
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4.2.2 移動する点集合に対する点重なり最小化

本項では, 前項で扱った静的な点集合に対する点重なり最小化に対する LP 緩和を用いた
アルゴリズムを, 移動する点集合に対する点重なり最小化に拡張する. ここで扱う移動する
ラベル点 pi ∈ P は δ 次 (δ は定数) の多項式で表わされるものとする.
本項でも前項と同様に, IP 定式化を考える. 静的なラベル点集合の場合, 平面上のすべて
の点の代わりに, 各セルに重なるラベル候補の数を考慮した. 移動するラベル点集合の場合
には, 同様の考えを時刻 t にも適用する. 時刻 t が連続して変わったときに, セルの大きさ
が変わったとしても, セルの 4 辺を構成する 2 本の水平線と 2 本の垂直線が変わらない限
りは, セルに重なるラベル候補は変わらない. そのため, それらを 1 つのセルとしてまとめ
て考える.
この考えを利用して, 前項で考えたセルの集合 C を具体的に見直す. まず, スラブについ
て考える. スラブは, 各ラベル点のラベル候補の上辺または下辺を通る水平線によって構成
されることを思い出そう. 時刻 t が変化したとき, 各水平線はラベル点の移動に伴って移動
する. 水平線同士の交差, つまり上下関係の変化がない限り, スラブの大きさは違うが, ス
ラブを構成する水平線は変わらない. つまり, スラブの中に含まれているラベル候補の集合
に変化はない. よって, スラブとしては水平線同士の交差がない限り, 時刻 t が変わっても,
それらのスラブは同一であるとみなす. 2 つの水平線同士の交差 (上下関係の変化) は高々
O(δ) 回のため, すべての水平線では, O(δn2) 回の水平線同士の上下関係の変化がある. 時
刻 t を固定したときのスラブの数は O(n) 個より, 高々 O(δn3) 個のスラブを考慮すればよ
い. 次に各スラブの中のセルについて考える. スラブの中の各ラベル候補の左辺または右辺
を通る垂直線によって, 各セルは構成されるため, スラブの場合と同様に, 時刻 t が変化し

たとき, 垂直線同士の左右関係の変化がない限り, そのセルに含まれるラベル候補は変わら
ない. そのため, それらのセルを同一視する. 2 つの垂直線の交差 (左右関係の変化) は高々
O(δ) 回のため, すべての垂直線では, O(δn2) 回の垂直線同士の左右関係の変化がある. 時
刻 t における 1 つのスラブの中のセルの数は高々 O(n) より, 1 つのスラブに対して高々
O(δn3) 個のセルを考慮すればよい. まとめると, このようにして得られたセルの集合が, IP
で利用する C であり, その数は O(δ2n6) である. 移動する点集合に対する C の例を図 4.4
に示す. この C を利用すれば, IP 定式化は IP (4.1) と同じである. すると, 前項と同様の議
論より, 以下が得られる.

定理 4.2. 任意のインスタンス I ∈ IMP
4P に対して, LPR(I) ≤ 4OPT(I) である.
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図 4.4. 移動する点集合に対する C の例.
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(s− 1; t− 1)

(s; t− 1) (s; t)

(s− 1; t)

B(s; t− 1) B(s; t) B(s; t + 1)

図 4.5. B(s, t) とそのコーナー.

計算時間は, O(n10) となる. なお, 上述の議論は移動する点集合に対して記載したが, 拡
大縮小する地図や回転する地図に対しても同様の結果が得られる.

4.3 単位正方形ラベルに対する組合せ的 8 -近似アルゴリズム
本節では, ラベルの形を単位正方形, すなわち, 各ラベルはサイズ 1 の正方形, に制限した
問題について議論する. 説明を簡単にするために, 各ラベル点の座標は整数でなく, また, 正
の値であるとする. このようなラベル点はラベル点を移動することによって簡単に得られる.
そのようなインスタンスが与えられたら, サイズが 1 で格子点の座標が整数であるような整
数格子を考える. 以下ではその整数格子上の座標を (·, ·) で記す.
正の整数 s と t に対して, B(s, t) を (s − 1, t − 1), (s − 1, t), (s, t) および (s, t − 1) を
頂点 (コーナー) として持つ正方格子の中の正方形とする (図 4.5). これを以下ではボック
スと呼ぶ. 簡単のため, B(s, t) を B(s, t) 内のラベル点の集合を示す際にも利用する. ボッ
クスは内部にラベル点を含まないとき, 空 であると言われる. そうでなければ, 非空である.
また, 行 s (列 t) を任意の h に対するボックス B(s, h) (B(h, t)) の集合とする. 任意の正
の整数 s, t, および t ≤ t′ となるような t′ に対して, ms(t, t′) を

∪
t≤h≤t′ B(s, h) に含まれ

るラベル点の数とする. smax (または tmax) を行 s (または列 t) で少なくとも 1 つのラベ
ル点を持つ最大の整数とする.
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補題 4.3. 任意のインスタンス I ∈ I4P に対して,

D ≡ max
{⌈

ms(t, t′)
2(t′ − t + 2)

⌉ ∣∣∣∣ 1 ≤ s ≤ smax, 1 ≤ t ≤ t′ ≤ tmax

}
≤ OPT(I)

となる.

証明. x∗ を IP (4.1) の最適解とする. ラベル点 pi が j 番目のラベル候補にラベルを配置

した場合にのみ, x∗
ij = 1 となることに注意する. ここで, j = 1, 2, 3, および 4 はそれぞ

れ, “左上”, “右上”, “右下”, および “左下” のラベル候補と対応する. 与えられたボックス
B(s, t) に対し, X∗

j (s, t) を B(s, t) 内にあり, j 番目のラベル候補を利用しているラベル点

の数, すなわち,
∑

i:pi∈B(s,t) x∗
ij とする.

ここで,任意の行 sと t ≤ t′ となる任意の列 tと t′ を選ぶとする. 最適解 t ≤ t′ において,
少なくとも X∗

1 (s, t) 個のラベルは, 点 (s − 1, t − 1) と重なる. これは, X∗
1 (s, t) ≤ OPT(I)

を意味する. 同様に, 点 (s − 1, t) に着目すると, X∗
2 (s, t) + X∗

1 (s, t + 1) ≤ OPT(I) が得ら
れる (図 4.5 参照). ボックス B(s, t), . . . , B(s, t′) の 2(t′ − t + 2) 個のすべてのコーナー
に対して同様の議論を適用すると, 以下が得られる.

X∗
1 (s, t) ≤ OPT(I)

X∗
2 (s, t) + X∗

1 (s, t + 1) ≤ OPT(I)
...

X∗
3 (s, t′ − 1) + X∗

4 (s, t′) ≤ OPT(I)
X∗

3 (s, t′) ≤ OPT(I)

上記不等式において, 変数 X∗ はそれぞれたった 1 つの不等式にしか現れない. した
がって, 左辺の和は ms(t, t′) である. 一方で, 右辺の和は 2(t′ − t + 2)OPT(I) であ
る. まとめると, ms(t, t′)/(2(t′ − t + 2)) ≤ OPT(I) となる. OPT(I) の整数性より,
⌈ms(t, t′)/(2(t′ − t + 2))⌉ ≤ OPT(I) となり, 補題を得る.

4.3.1 PUR アルゴリズム

本節の残りの部分では, 近似率が 8 となる組合せ的なアルゴリズムを提案する. このアル
ゴリズムを Place-Upperside-of-Ribbon (PUR) と呼ぶ. PUR では前処理として, 補題 4.3
の D を効率的に求めるためにリボンを計算する.

前処理

リボンを次の性質を満たす, ある行の中の連続したボックスの極大列とする.
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R
1

S R
2

S R
3

S

図 4.6. リボンの集合.

• 左端, 右端のボックスは空でない.
• 2 つの連続したボックスの少なくとも一方は空でない.

図 4.6 にリボンの集合の例を示す. 定義より, すべての空でないボックスはどれかのリボン
によってカバーされることに注意する. また, すべてのリボンの和は O(n) 個のボックスに
より構成される. 以下で示す前処理はすべてのリボンを見つけつつ, 同時に D を計算する.

P-Step 1: 各ラベル点に対して, 行座標 s と列座標 t を計算する. ここで, s と t はそのラ

ベル点を含むボックス B(s, t) の右下コーナーの座標である.
P-Step 2: すべてのラベル点を行座標でソートする.
P-Step 3: 少なくとも 1 つのラベル点を含む行 s に対して, 以下を実行する.

3-1: 行 s に含まれるラベル点をその列座標でソートする.
3-2: リボンの集合 {R1

s, R2
s, . . . , R

q(s)
s } を構築する. ここでリボンの集合の合併は,

行 s に含まれるラベル点をすべてカバーする.
3-3: D̃s を計算する. ここで D̃s とは, t ≤ t′ であり, B(s, t) と B(s, t′) がどれかの

リボンの含まれるようなすべての (t, t′)の中で最大の ⌈ms(t, t′)/(2(t′ − t + 2))⌉
である. そして, D̃ = max{D̃, D̃s} を更新する.

補題 4.4. D = D̃.

証明. D̃ はリボン内のボックスに制限されたときの D の値なので, D ≥ D̃ である. D は

(u, v, v′) によって決定されている, つまり, D = ⌈mu(v, v′)/(2(v′ − v + 2))⌉ であると仮定
する. このとき, B(u, v) と B(u, v′) は空ではない. そうでない場合, 空のボックスを取り除
くことによって, よりよい解が得られ, それは D の最適性に反する. リボンの集合はすべて
の空でないボックスを含むため, (u, v, v′) は P-Step 3-3 にて必ず扱われる. これは, D = D̃

を意味する.
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ラベル配置処理

それぞれのリボンの中のラベル点に対して, PUR はすべてのラベルを左上または右上
に配置する. 以下では, ms(t) を ms(t, t) として利用する. また, 与えられたボックス
B(s, t) に対し, ls(t) (rs(t)) を左上 (右上) の位置にラベルを配置された B(s, t) 内のラベ
ル点の数とする. ここで, ms(t) = ls(t) + rs(t) であることに注意する. 以下にボックス
B(s, t), . . . , B(s, t′) で構成された特定のリボンに対する PUR のラベル配置処理を示す.

L-Step 0: B(s, t)内のラベル点に対して, ls(t) = min{2D, ms(t)}および rs(t) = ms(t)−
ls(t) となるようにラベルを配置する.

L-Step h: h = {1, 2, . . . , t′ − t} である B(s, t + h) 内のラベル点に対し, ls(t + h) =
min{2D − rs(t + h − 1), ms(t + h)} および rs(t + h) = ms(t + h) − ls(t + h) とな
るようにラベルを配置する.

h ≥ 1 に対する任意の L-Step h において, 2D − rs(t + h − 1) は非負でなければならない.
なぜなら, そうでなければ, アルゴリズムは ls(t + h) として負の値を返すことになるためで
ある. 以下はそれを保証する.

補題 4.5. ボックス B(s, t), . . . , B(s, t′) で構成されるリボン内のラベル点に対して, PUR
は 0 ≤ h ≤ t′ − t となるような任意の整数 h に対して rs(t + h) ≤ 2D となるようにラベル

を配置する.

証明. 帰納法により,この主張を証明する. まず (i) rs(t) ≤ 2Dを証明し,次に (ii) 0 ≤ h ≤ k

に対して rs(t + h) ≤ 2D が成立するという仮定のもと, rs(t + k + 1) ≤ 2D を証明する.
(i) D の最大性より, ms(t)/4 ≤ ⌈ms(t)/4⌉ ≤ D となる, よって,

ms(t) ≤ 4D (4.3)

が得られる. ms(t) ≤ 2D の場合, rs(t) = 0 ≤ 2D となる. そうでなければ, (4.3) より
rs(t) = ms(t) − 2D ≤ 2D となる.

(ii) ls の定義より, rs(t + k) + ls(t + k + 1) ≤ 2D である. rs(t + k) + ls(t + k + 1) < 2D

の場合, rs(t + k + 1) = 0 ≤ 2D である. ここで, rs(t + k) + ls(t + k + 1) = 2D と仮定する.
このとき, −1 ≤ i ≤ k の中で rs(t + i − 1) + ls(t + i) < 2D を満たす i が存在する. リボン
の定義より, B(s, t − 2) および B(s, t − 1) はラベル点を含まないので, rs(t − 2) = 0 および
ls(t−1) = 0となる. そのため, i = −1の場合, rs(t+i−1)+ls(t+i) = rs(t−2)+ls(t−1) = 0
となるため, 上記式を満たす i は必ず存在する. i としてそのような整数の中で最大のもの
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を選ぶと,

rs(t + i) = 0 (4.4)

となる. i の最大性により, 以下の (k − i + 1) 個の式が得られる.

rs(t + i) + ls(t + i + 1) = 2D

...
rs(t + k) + ls(t + k + 1) = 2D

これらの和をとり, (4.4) を用いて, 以下が得られる.

rs(t + i) + ms(t + i + 1, t + k) + ls(t + k + 1) = 2(k − i + 1)D
⇐⇒ ms(t + i + 1, t + k) + ls(t + k + 1) = 2(k − i + 1)D
⇐⇒ ms(t + i + 1, t + k + 1) − rs(t + k + 1) = 2(k − i + 1)D
⇐⇒ rs(t + k + 1) = ms(t + i + 1, t + k + 1) − 2(k − i + 1)D (4.5)

一方で, D の最大性より, 以下が得られる.

ms(t + i + 1, t + k + 1)
2(k − i + 2)

≤
⌈

ms(t + i + 1, t + k + 1)
2(k − i + 2)

⌉
≤ D

⇐⇒ ms(t + i + 1, t + k + 1) ≤ 2(k − i + 2)D (4.6)

よって (4.5) と (4.6) より, rs(t + k + 1) ≤ 2D が得られる.

定理 4.6. 任意のインスタンス I ∈ I4P に対して, PUR(I) ≤ 8OPT(I) である.

証明. 1 ≤ s ≤ smax かつ 1 ≤ t ≤ tmax である B(s, t) 内の点 p を考える. アルゴリズム
PUR より, B(s, t) のコーナー, すなわち (s, t), (s − 1, t), (s, t − 1), および (s − 1, t − 1) と
重なるラベルのみ, p と重なる. PUR より, 格子点 (u, v) にて ru+1(v) + lu+1(v + 1) 個の
ラベルが重なる. その数は高々 2D である. したがって, p にて高々 8D 個のラベルが交差

し, これは PUR(I) ≤ 8D を意味する. この事実と補題 4.3 より, 証明は完了する.

計算時間に関しては, 以下が得られる.

定理 4.7. アルゴリズム PUR は O(max{k2, n log n}) 時間で動作する, ここで, k は空でな

いボックスの数である.

証明. P-Step 1 は簡単であり, O(n) 時間で動作する. また, P-Step 2 は O(n log n) 時間で
動作する. 行 s に含まれるラベル点の数を ns とした場合, P-Step 3-1 は O(ns log ns) 時間



54 第 4章 点重なり最小ラベル配置問題

で動作する. ソートされた順番で走査することによって, P-Step 3-2 は O(ns) 時間で動作
する. n =

∑smax
s=1 ns なので, P-Step 3-1 と P-Step 3-2 は合計で O(n log n) 時間で動作す

る. P-Step 3-3 に対しては, 少なくとも 1 つのラベル点を含むすべての行 s に対して, 配列
As = {ms(t1

s, t) | B(s, t) ∈
∪

1≤q≤q(s) Rq
s} を用意する. ここで, t1

s は B(s, t1
s) が空でない

最小 (左端) の列である. P-Step 3-1 にて列の座標順に各行の中のラベル点はソートされて
いるので, そのような配列をすべて構築するために必要な計算時間は O(n) となる. As を利

用することにより, ms(t, t′) は定数時間で求められる. したがって, しらみつぶし探索によ
り, 合計で O(k2) 時間必要である. 上記のように一度 D が計算されれば, 行 s 内のリボン

に対するすべての L-Step h は, (As を利用することにより) 定数時間で動作する. これは,
すべてのラベルが O(n) 時間で配置できることを意味する. 上記の議論をまとめると, 定理
が得られる.

k は高々 n なので, 全体の計算時間は O(n2) となる. しかし, 自明でないインスタンス,
特に, 実世界のインスタンスに対しては, k は小さいと考えられ, そのため, 計算時間は実際
には O(n log n) となると考えられる.

4.3.2 スライダーモデルへの拡張

本項では, 前述までの 4 -ポジションモデルに対するアルゴリズムを, 4 -スライダーモデル
にも適用できることを示す.
本項でも, 前述と同様に与えられたラベル点集合に対する整数格子を考える. 4 -ポジショ
ンモデルの場合には整数格子の格子の中にラベル点があれば, 最適解はそのボックスのコー
ナーのどれか 1 つにのみ交差することを保証できる. しかしスライダーモデルの場合, ラベ
ルが閉集合の場合には, 2 つ以上のコーナーに重なる可能性があり, ラベルが開集合の場合
には, どのコーナーとも重ならない可能性がある. そのため, スライダーモデルの場合, 補
題 4.3 が成立しない. よって, 以下ではラベルが開集合であるか, 閉集合であるかに分けて
考える.
まず, ラベルが閉集合の場合を考える. このとき, 最適解において, ボックスの複数のコー
ナーに重なるラベルが存在しうる. そのため, 整数格子を平行移動することで, そのようなラ
ベルを解消する. 以下では, ボックスの左上と右上のコーナーと重なるような最適なラベル
配置があるとする. このとき, すべての最適に配置されたラベルの左辺および右辺に対して,
各列 0, . . . , tmax までの距離を求める. その中で 0 を除いた最小値を ϵ とする. 整数格子の
列を x 軸方向に ϵ/2 分移動させると, 他のラベルが新たにコーナーを含むことなく, ボック
スの左上と右上のコーナーを含むラベル配置を解消することができる. あるボックスの上下
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のコーナーと重なるような最適なラベル配置があったとしても, 同様の手続きが適用できる.
これにより, 最適解のラベルがたった 1 つだけのコーナーと重なるような整数格子を作るこ
とができる.
次に, ラベルが開集合の場合を考える. このとき, どのコーナーとも重ならない最適に配置
されたラベルが存在しうる. この場合も, ラベルが閉集合の場合と同様に整数格子を移動さ
せることで, 最適解のラベルはたった 1 つだけのコーナーと重なるような整数格子を作るこ
とができる.
上記のように整数格子を構築することで, 4 -ポジションモデルの場合と同様に, 以下が得
られる.

補題 4.8. 任意のインスタンス I ∈ I4S に対して,

D ≡ max
{⌈

ms(t, t′)
2(t′ − t + 2)

⌉ ∣∣∣∣ 1 ≤ s ≤ smax, 1 ≤ t ≤ t′ ≤ tmax

}
≤ OPT(I)

である.

上記補題が得られれば, 残りは 4 -ポジションモデルの場合と同じ議論により, 8 -近似アル
ゴリズムが得られる.

4.4 まとめ

本章では, ラベル配置問題に対する新たな方向性として, 点重なり最小化を導入した. 点
重なり最小化は図 4.1 で示した例と, 航空管制官の画面の見方から考えると, de Berg と
Gerrits [23] によって導入されたフリーラベル最大化よりも, 航空管制に対して優れたコン
セプトであると考えられる. 4 -ポジションモデルの点重なり最小化に対して, LP 緩和を基
にした 4 -近似アルゴリズムを提案した. このアルゴリズムは, 移動する点集合にも自然に拡
張可能であるが, その計算時間は強多項式時間ではあるが, その複雑性は高いものとなって
いた. そのため, 単位正方形にラベルの形を制限することによって, 完全に組合せ的な 8 -近
似アルゴリズムを与えた. これは上述のものよりも高速に動作する. また, このアルゴリズ
ムはスライダーモデルにも拡張できる.
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第 5章

結論

本論文では, 地図の拡大縮小や回転, 点の移動など動的な環境に対するラベル配置問題に
て, 実用上利用可能であるアルゴリズムと, 理論的保証を持つアルゴリズムのギャップに着
目した. そして, このギャップを埋めることを目指し, 回転する地図に対するラベルサイズ最
大化問題, および点重なり最小ラベル配置問題を新たに導入し, それらに対するアルゴリズ
ムを提案した. 本論文の成果は, 従来考えられてきた他のラベル配置問題と比べ実用的な状
況に対して, 理論的な保証を持つアルゴリズムを提案したことである. また, IoT (Internet
of Things) やビッグデータの隆盛により今後も加速度的に情報量が増えていく中, 地図だけ
に限らず, 可視化された情報をユーザが動的に操作し理解する必要性は高まっていくと考え
られる. 本論文で示した方法は, それらの情報を, より理解しやすくするための方向性を示し
ている.
以下, それぞれの問題についての成果と課題について述べる.
3 章では回転する地図に対するラベルサイズ最大化の多項式時間アルゴリズムを与えた.
アルゴリズムでは, 最適解のアンカー点の位置があらかじめ決められることに着目し, 最適
解が多項式時間で求められることを示している. さらに, 重み付き最近点対問題に対する
Formann のアルゴリズム [30] のアイデアを流用することで, O(n log n) 時間を達成してい
る. ここで与えたアルゴリズムにて, MSR および単位高さ長方形および任意の正方形のラベ
ルに対する MSBR が O(n log n) 時間で解けることを示した. 静的な地図に対するラベルサ
イズ最大化が APX 困難であるのに比べ, ここで扱う問題は多項式時間で解けることは, と
ても興味深い. また, 従来の ARO では 1 -ポジションモデルが主であったが, 本アルゴリズ
ムは 4 -スライダーモデルに対応でき, 実用上有効である. 一方で, 任意の長方形に対しては,
1/2 -近似アルゴリズムを与えた. また, 特殊な条件を満たす場合には, 長方形ラベルでも多
項式時間アルゴリズムが存在することを示した. 任意の長方形ラベルに対して, 多項式時間
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アルゴリズムが存在するかどうかは未解決問題である. さらに, 4 -スライダーモデルの問題
を扱うために利用した方法にて, 1 -ポジションモデルおよび 1 -スライダーモデルに対する
多項式時間アルゴリズムも併せて与えた. そのため, 2 -ポジションモデルや 2 -スライダーモ
デルなど, その他のラベル候補に対するアルゴリズムの検討も, 今後の課題として挙げられ
る. さらに, 他の動的な地図への対応も, 課題として挙げられる. なお, 拡大縮小する地図に
対しては, すでにラベルのサイズが最大化されているため, ラベルサイズ最大化を適用する
ことが難しい. しかし, 点の軌跡や, 点集合が移動する場合などは, 今後の課題である.

4 章では, 航空管制システムへの応用を考慮したフリーラベル最大化に代替する問題とし
て, 点重なり最小化を扱った. ここでは, 任意の長方形に対する 4 -ポジションモデルの問題
において, 静的な点だけでなく, 移動する点集合に対しても, 4 -近似アルゴリズムを与えた.
このアルゴリズムは LP 緩和を利用した基本的なものである. また, 実用的な計算時間を実
現する, 正方形ラベルに対する組合せ的な 8 -近似アルゴリズムを与えた. このアルゴリズム
は, 4 -ポジションモデルおよび 4 -スライダーモデルに適用できる. アルゴリズムとしては,
整数格子の格子点に重なるラベルの数に着目したものとなっている. 一方で, ここで与えた
アルゴリズムは, フリーラベル最大化と比べ, 問題設定としては航空管制システムとしてよ
り実用的であるが, その計算時間や対応できているラベルの形状としてはまだまだ実用的と
呼ぶのは難しい. そのため, さらなる計算時間の改善およびその他のラベル形状, ラベル候補
位置への対応などが, 今後の課題として挙げられる. さらに, 各種動的な地図への対応も課題
である.
上記を含め, 動的な環境として他にも以下の課題が挙げられる.

• 現状扱っている問題は, 一度アンカー点の位置を決めたら, その後アンカー点の位置
は変わらない. しかし, 実際にはアンカー点の位置が滑らかに変化するのであれば, そ
のような移動をした方が, より多くのラベルや, より大きなサイズでのラベル配置が
実現できる. そのため, このような問題も扱う必要があるだろう.

• 現状は 1 つの操作に対するアルゴリズムの提案が多いが, 実際の地図は各種操作を実
施できる. そのため, 複数の操作に対応した理論保証付きアルゴリズムの提案も望ま
れる.

• 現状扱っている問題では, 操作があらかじめ決まっている場合が多いが, 実際はイン
タラクティブに操作されるため, どのような動作となるかは事前にはわからない. そ
のため, オンラインアルゴリズムについて検討する必要もあろう.

• 地図だけでなく, 医学的な 3D モデルや AR/VR など他の応用分野への対応も重要
である.
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上記のような課題を今後も解決していくことで, 理論的な保証を持ちつつ, 実用的なアル
ゴリズムを構築していきたい.
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