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1 導入

本研究は，ある種の有限群スキームGa,bに対するトーサーの決定が目的である．ここでXがGa,bに対するトー
サーとは，大雑把に言って，Ga,bの基礎スキーム上平坦位相の下で，XがGa,bに局所同型であることをいう．トー
サーを決定することは，群スキームに対するGaloisの逆問題を解くことである．通例のGaloisの逆問題とは，与
えられた有限群Gと体 kに対して，群Gが体 kのあるGalois拡大に対応するGalois群であるかどうかという問
題である．トーサーの決定に関する古典的な結果として，Kummer理論がある．Kummer理論とは，群スキーム
Z/nZに対するスキームX 上のトーサーをコホモロジーを用いて明示的に計算するものである．X = Spec kの
場合は，よく知られた体上のKummer理論である．ここで，体上のKummer理論とは次のようなものである．n

を 2以上の正整数であり，char k 6 |nとし，ζnを 1の原始 n乗根とする．ζn ∈ kと仮定する．このとき，任意の
n次巡回拡大K/kに対して，ある元 t ∈ kが存在して，K = k(s)をみたす．但し sは，方程式 Tn − t = 0の解
のひとつである．
そこで本研究では， Frans Oortと John Tate によって分類された素数位数 pの有限群スキームGa,bに対する

トーサーを決定する．ここで Frans Oortと John Tate による位数 pの有限群スキームの分類は，次のものである
([4])．

定理 1.1. Λp = Z
[
ζp−1,

1
p(p− 1)

]
∩ Zp とする．ここで，Zpを p進整数環とする．Aを Λp代数とする．このと

き，位数 pのA上の有限群スキームGa,bの同型類と三つ組 (L, a, b)の同型類と一対一対応する．ここで，Lは階
数 1の射影A加群であり，また a ∈ L⊗(p−1)，b ∈ L⊗(1−p) であって，a⊗ b = ωpをみたす．但し，ωpは素数 pと
Λpのある可逆元との積である．

注意 1.1. 定理 1.1における三つ組 (L, a, b)に対応する有限群スキームGa,bの座標環はA[x]/(xp−ax) であり，そ

の群演算は，m∗(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x− b

p− 1

p−1∑

i=1

U(i)xi ⊗ xp−iである．但し，U(i)はAのある可逆元とした．ま

たΛp代数Aが局所環のとき，三つ組 (L, a, b)と (L′, a′, b′)が同型であるとは，L ∼= L′であり，ある可逆元 u ∈ A

があって a′ = up−1aかつ b′ = u1−pbをみたすときをいう．

我々は，円分捻れトーラス（以下では CTTと略す）と呼ばれる有限群スキームを定義する ([3])．特別な場合
におけるCTTに対するKummer理論は，關口力氏と戸田容平氏により得られた ([7])．それは，次のようなもの
である．まずある整数環の主イデアルに対応する位数 pの自己準同型をもつ代数的トーラスにµµµpを埋め込む．そ
してその自己準同型によって，代数的トーラスとµµµpのGaloisデサントをとることで，CTTを係数とする 1次元
コホモロジーを計算するというものである．本研究の主結果は，關口力氏と戸田容平氏による結果を一般化した
ものである ([2])．つまり主イデアルに対応する自己準同型という仮定を必要とせず，CTTに対するKummer理
論を展開した．

Ga,bに対するトーサーの決定に関する先行研究としては，L. G. Roberts によるもの ([5])と，F. Andreattaと
C. Gasbarriによるもの ([1])がある．前者は，群スキームGa,bの定義環が局所体の整数環である場合にトーサー
を決定している．後者は，群スキームGa,bの定義環が完備離散付値環であり，剰余体の標数が pの場合であって，
bが Fpの中で p− 1乗根をもつという仮定の下でトーサーを決定している．
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2 円分捻れトーラス（CTT)

本節では，円分捩じれトーラス (CTT)を定義する．そして CTTが，代数的トーラスのWeil制限の間のすべ
てのノルム写像の核の共通部分がなす群スキームと自然に同型となることをみる．これは，關口力教授との共同
研究の結果である．

nを正の整数とし，またm = φ(n)とする．但しφはEuler関数とした．さらにΦn(x) = xm +a1x
m−1 + · · ·+am

を円分多項式とする．よく知られていることだが，Φn(x)は，整数係数の多項式である．またさらに ζ を 1の原
始 n乗根とし，I ∈ Mm(Z)を 1, ζ, . . . , ζm−1を整基底にもつ Z[ζ]における ζ倍の Z加群 Zmの標準基底に対する
ζ の表現行列とする：

I =




0 0 · · · 0 −am

1 0 · · · 0 −am−1

0 1 · · · 0 −am−2

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1 −a1




.

ここで任意の k, ` ∈ Zと任意のベクトル x = (x1, x2, . . . , xk) ，任意の行列M = (mij) ∈ Mk,`(Z)に対して，ベ
クトルの行列乗 xM を次のように定義する：

xM =




k∏

j=1

x
mj1

j ,
k∏

j=1

x
mj2

j , . . . ,
k∏

j=1

x
mj`

j


 .

SpecB/SpecAを位数 nの巡回群G = 〈σ0〉に対するトーサーとする．このとき，B上の代数的トーラスGm
m,B

に次のように群Gの作用を定める：

σ0 :





B[x1, x2, . . . , xm, 1/
∏m

i=1 xi]
σ0−→ B[x1, x2, . . . , xm, 1/

∏m
i=1 xi];

x = (x1, x2, . . . , xm) 7−→ xσ0 = (xσ
1 , . . . , xσ

m) := xI

b ∈ B 7−→ bσ0 .

定義 2.1. B上の代数的トーラス Gm
m,B の群Gによる Galois降下を G(n)Aと記し，n次の円分捩じれトーラス

（cyclotomic twisted torus, CTT）と呼ぶ:

G(n)A := Gm
m,B/G = Spec B

[
x1, x2, . . . , xm,

1∏m
i=1 xi

]G

.

注意 2.2. CTTの座標環は，明示的に求めることができる．

nを割り切る正の整数 `に対して，G` =
〈
σ

n/`
0

〉
⊂ G とし，B` = BG` ⊂ Bとする．このとき，nを割り切る

各正整数 `に対して，Nm` : ResB/A(Gm,B) → ResB`/A(Gm,B`
). をノルム写像とする．ここで，ResB/A Gは群ス

キーム GのWeil制限である．そこで，ResB/AGm,B の部分群スキーム T (n)Aを次のように定義する：

T (n)A := Ker


(Nm`)`|n : ResB/A (Gm,B) →

∏

`|n
ResB`/A (Gm,B`

)


 .

このとき，T (n)Aは，CTTと自然に同型となる．

定理 2.1. A上の群スキーム T (n)Aは，G(n)Aに自然に同型である．

定理 2.1を証明する際，次の補題は重要である．

補題 2.1. 整数係数多項式A1(X), . . . , Ar(X)が存在して，Φn(X) =
∑r

i=1 Ai(X)Fi(X)をみたす.
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3 特別な場合におけるCTTに対するKummer理論

本節では，關口力氏と戸田容平氏による，CTTに対するKummer理論を紹介する ([7])．
pを素数，n = p − 1とし，ζ を 1の原始 n乗根とする．このとき，代数体 Q(ζ)/Qの整数環 Z[ζ] の素イデア
ルで p ∈ Zの上にあるものを pとする．ここで pが主イデアルであると仮定し，θ ∈ Z[ζ]を pの生成元とする．
Z[ζ] ⊂ End(Gm

m,B) ([3])であることより，θ ∈ End(Gm
m,B)とみなすことができるので，短完全列

1 −→ µp,B −→ Gm
m,B

θ−→ Gm
m,B −→ 1 (1)

を得る．ここで，deg θ = pであることに注意する. b ∈ Aの n乗根 uとし，B = A[u]と仮定する．このとき，有
限群スキームGa,b（定理 1.1）に関して，

(
µp,B

)G ∼= Ga,b となることが確かめられている．そこでGalois降下に
よって，短完全列 (1)より次の CTTに対するKummer列を得る：

1 −→ Ga,b −→ G(n)A
θ−→ G(n)A −→ 1.

さらにこのKummer列から次のコホモロジーの長完全列を得る：

1 −→ H0
fl(X, Ga,b) −→ H0

fl(X,G(n)A)
H0(θ)−→ H0

fl(X,G(n)A)

∂0−→ H1
fl(X, Ga,b) −→ H1

fl(X,G(n)A)
H1(θ)−→ H1

fl(X,G(n)A)
∂1−→ · · · .

これより，次のコホモロジー群に関する同型が得られる：

H1
fl(X, Ga,b) ∼= CokerH0(θ)×KerH1(θ).

ここで上の同型は，具体的な元の対応が得られていることに注意する．よって，H1
fl(X, Ga,b) が計算できるために

は，H1
fl(X,G(n)A) を求めなければならない．これは，Cyclotomic分解という CTTに関する複体により計算で

きることが，關口力氏と戸田容平氏により示されている．

4 一般の場合におけるCTTに対するKummer理論

本節では，主結果である關口力氏と戸田容平氏による結果の一般化について述べる．記号は，前節までと同様
とする．aを整数環 Z[ζ]のイデアルとする．よく知られたことであるが，ξ, η ∈ Z[ζ]が存在して，a = (ξ, η)をみ
たす．このときイデアル aに対応する準同型 ψa を次のように定義する：

ψa : G(n)A −→ G(n)A ×G(n)A

x 7−→ (xξ(I),xη(I))

ここで ξ(I)と η(I)は，それぞれ ξと ηの表現行列とした．G(n)A[a] := Ker(ψa : G(n)A → G(n)A ×G(n)A) と
する．このとき，我々は次の定理を得た．

定理 4.1. Z上不分岐な素イデアルからなる各イデアル a ⊂ Z[ζ]に対して，

|G(n)A[a]| = NmQ(ζ)/Q a.

が成り立つ．
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注意 4.1. G(n)A[a]は，イデアル aの生成元の取り方に依存せずに定まる．

p ∈ Zの上にある整数環 Z[ζ]の素イデアルのひとつを pとする．このとき θ ∈ Z[ζ]が存在して，p = (p, θ)をみ
たす．

定理 4.2. 上のように定めた各イデアル p = (p, θ)に対して, 次のような (Spec B)flat上の群層の列が完全となる
ように準同型 ψをとることができる：

1 −→ µµµp,B −→ Gm
m,B

ψp−→ Gm
m,B ×Gm

m,B
ψ−→ Gm

m,B ×Gm
m,B,

但し ψp(x) = (xp,xθ) とし，ψ(u,v) = (uβv−α,uβ′v−α′) とした．

注意 4.2. α, α′, β, β′は，Z[ζ]の元であって，イデアル p ⊂ Z[ζ]から自然に得られる．

定理 4.2から次の短完全列が得られる：

1 → µµµp,B → Gm
m,B

ψp−→ Ker(ψ : Gm
m,B ×Gm

m,B → Gm
m,B ×Gm

m,B) → 1. (2)

ここでKer(ψ : Gm
m,B ×Gm

m,B → Gm
m,B ×Gm

m,B) の定義方程式は，明示的に求めることができることに注意する．
このとき，Galois降下により，この短完全列は，次のようなKummer列となる：

1 −→ Ga,b −→ G(n)A
ψp−→ Ker ψ −→ 1,

ここで，Ker ψはKer ψのGalois降下とした．このKummer列を用いて，關口力氏と戸田容平氏の結果と同様に
Ga,bに対するトーサーを決定することができる．
最後に，本結果は n|(p− 1)として得られたトーサーの計算の系として得られたものであることを言及しておく．

また 2節で紹介した群スキーム T (n)Aは，暗号理論で応用されている ([6])．2節の同型定理を用いて，CTT上
でも公開鍵暗号を構成することができると考えられる．
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