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1 導入

この研究の目的は, ある種の群スキームのトーサーを決定することである. 群スキームとは群を代数幾何学的

に一般化したものであり, そのトーサーを決定することは, 群スキームに対する Galois の逆問題を解くことを

意味する. トーサーについての古典的な結果としては Kummer 理論があり, それは次のようなものである.

nを 2以上の整数, k を ch k ̸ |nである体とし, k は 1の原始 n乗根を含むとする. このとき, 任意の n

次巡回拡大は, Kummer 完全列と呼ばれる完全列

1 → µµp,k → Gm,k → Gm,k → 1

によって得られる.

F. Oort および J. Tate によって, 素数位数の有限群スキームが, 適切な a, bの選択のもとで Ga,b という

形の群スキームに同型であることが示されているが, L. G. Roberts [6]は基礎環が局所体の整数環の場合に,

C. Andreatta および C. Gasbarri [1] は基礎環が完備離散付値環でその剰余体が正標数であり, かつ基礎環

が bの p− 1乗根を含む場合について, Ga,b トーサーを決定している. 本研究ではこれらの先行研究とはまっ

たく異なった手法および仮定のもとで Ga,b トーサーを決定しており, すなわち, 円分捩れトーラスの概念を用

いる方法である. 円分捩れトーラスの概念の一般論は B. Mazur, K. Rubin および A. Silverberg [4] に

よって与えられた. 彼らは, 1次元代数的トーラスの Weil 制限のノルム写像たちの核の共通部分によって与え

られる部分群スキームが円分捩れトーラスに同型であることを, 一般的な形で証明しており, 小出裕氏および關

口力氏によって, 円分捩れトーラスが計算に援用できるような明示的な記述が与えられた.

本研究は, 彼らが与えた上記の同型を拡張して得られる完全列の存在を示すことから出発し, 円分捩れトーラ

スの自己準同型環を具体的に記述し, さらに, µµp をあるトーラスに埋め込み, それらのデサントにより得られ

る完全列を用いて, Ga,b トーサーを決定する.

また, F. Oort および J. Tate による素数位数の有限群スキームの分類定理を素数冪位数の場合に拡張する

ことにより, µµpl のデサントのトーサーについてもある程度の結果を得ることができた. この研究をさらに押し

進めて, 素数冪位数の有限群スキームの分類定理にまで発展させられることが期待される.

2 素数位数の群スキームの分類定理（Oort-Tate）

n を正の整数, m を n の Euler 関数の値, p を素数, ζ を 1 の原始 p − 1 乗根, G を σ0 で生成される

位数 nの巡回群, SpecB/SpecAを Gトーサー, Zp を p進整数環, Aを Λp 代数とする. ただし, Λp =

1



Z[ζ, (p(p− 1))−1] ∩ Zp. このとき, 任意の位数 pの A上の群スキームは Ga,b = Spec (A[x]/(xp − ax))

に同型であり, 演算は,

m∗(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x− b

p− 1

p−1∑
i=1

U(i)xi ⊗ xp−i

で与えられる. ここで, a, b,∈ A, U(i) ∈ A×, ab = ωp で, ωp は pと A× の元との積であり, A× は Aの

可逆元全体からなる乗法群である.

3 円分捩れトーラス（Mazur-Rubin-Silverberg, 小出-關口）

Z[ζ]の Z上の基底 {1, ζ, ζ2, . . . , ζm−1}への乗法による ζ の作用を表現する行列を I とおく. ベクトル

x = (x1, x2, . . . , xm)および行列M = (mij) ∈ Mm×l(Z)に対し,

xM =

 m∏
j=1

x
mj1

j ,

m∏
j=1

x
mj2

j , . . . ,

m∏
j=1

x
mjl

j


と定義すると, Gmm,B = SpecB[x1, x

−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xm, x−1

m ] への G の作用を xσ0 = xI で定義でき

る. この作用によって, Gmm,B を A上にデサントすることができるが, それを G(n)A と書き, n次の円分捩

れトーラスと呼ぶ. 円分捩れトーラスの座標環は具体的に記述することができる. また, 円分捩れトーラスは,

T (n)A =
∩
l|n

Ker
[
Nml : ResB/AGm,B → ResBl/AGm,Bl

]
で与えられる群スキームに同型である. ここで, Nml は B から Bl = B

⟨
σ
n/l
0

⟩
へのノルム写像であり,

ResB/A は B から Aへの Weil 制限である.

4 円分分解

上記の同型 G(n)A ∼= T (n)A は, 次のような分解に拡張される.

定理 4.1. k = Fq, K = Fqn とおく. n = pe11 pe22 · · · perr を nの素因数分解とする. 整数 1 ≤ i0 < i1 <

· · · < is ≤ r に対し, ni0···is = n/pi0pi1 · · · pis , Mi0i1···is = Fqni0i1···is とおく. このとき完全列

1 → G(n)k(k)
ε−→ K× ∂0

−→
r∏
i=1

M×
i

∂1

−→
∏

1≤i0<i1≤r

M×
i0i1

∂2

−→ · · · ∂r−1

−−−→ M×
12···r → 1

が存在し, これを円分分解とよぶ. ここで, 準同型 ∂i は,

∂0x =
(
NmK×/M×

1
x,NmK×/M×

2
x, · · · ,NmK×/M×

r
x
)
,

(∂sx)i0i1···is =
s∏
j=0

(
NmM×

i0i1···îj ···is
/M×

i0i1···is
xi0i1···îj ···is

)(−1)j

で定義される.
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定理 4.1の証明の本質はノルム写像 Fqn → Fq の全射性であるが, これは (SpecA)flat 上の層のノルム写

像 ResB/AGm,B → Gm,A の全射性に拡張され, これにより, 定理 4.1は次のように一般化される.

定理 4.2. (SpecA)flat 上の群の層の列

1 → G(n)A → ResB/AGm,B →
r∏
i=1

(
ResBi/AGm,Bi

)
→

∏
1≤i<j≤r

(
ResBij/AGm,Bij

)
→ · · · → 1

は完全. ただし Bi0i1···is = B

⟨
σ
ni0i1···is

⟩
である.

5 円分捩れトーラスの自己準同型環

円分捩れトーラス G(n)A の自己準同型環は次で与えられる.

定理 5.1. End (G(n)A) ∼= Z[ζ].

さらに, この定理 5.1から次がしたがう.

命題 5.2. φ ∈ End (G(n)A)に対し, detφ = Nmφ = ord (Kerφ) . ただし, φを表現する行列M に対

し detφ = detM, Nmφ = NmM .

6 Ga,b トーサー

pを Q(ζ)上で完全分解する単項素イデアルとし, p ∩ Z = (p)とする. 実際, pは p ≡ 1 (mod n)のと

き, またそのときに限り完全分解する (cf. [9, Prop. 2.14.]). n = p− 1, p = (θ), X = SpecAとおく. こ

のとき, 完全列

1 → µµp,B
ι−→ Gmm,B

θ−→ Gmm,B → 1

を A上にデサントすることにより, 完全列

1 → (µµp,B)
G ι−→ G(n)A

θ−→ G(n)A → 1

を得る. ここで, xn − b ∈ A[x]が既約, ab = ωp, u = n
√
b, B = A[u]と仮定すると, (µµp,B)

G ∼= Ga,b と

なる. さらに, 長完全列

1 → H0(X,Ga,b)
H0(X,ι)−−−−−→ H0(X,G(n)A)

H0(X,θ)−−−−−→ H0(X,G(n)A)

∂−→ H1(X,Ga,b)
H1(X,ι)−−−−−→ H1(X,G(n)A)

H1(X,θ)−−−−−→ H1(X,G(n)A)

から, 非標準的な同型

H1(X,Ga,b) ∼= CokerH0(X, θ)×KerH1(X, θ)

を得る. H1(X,G(n)A)の情報は, 円分分解（定理 4.2）を用いて, 同様の手順で得られる.
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素数 pの上の素イデアルが単項でない場合の結果は, 小出裕氏 [2]によって得られている.

µµpl,B のデサントのトーサーについては, まず完全列

1 → µµpl,B → Gmm,B
pl

−→ Gmm,B → 1,

を考える. ただし, pは奇素数とする. F. Oort および J. Tate は µµp,B の座標環を (Z/pZ)× の作用で固有
空間に分けたが, ここでは µµpl,B の座標環を (Z/plZ)× ∼= Z/pl−1Z× Z/(p− 1)Z の 2種類の作用によっ

て固有空間に分けることで, µµpl,B の座標環を書き換え, 完全列

1 →
(
µµpl,B

)G → G(n)A
pl

−→ G(n)A → 1

を用いて (µµpl,B)
G トーサーが決定される. ただし, p− 1次のデサントは Ga,b トーサーと同様の手法により,

pl−1 次のデサントは, l = 2の場合は關口-Oort-諏訪およびWaterhouseによる Kummer-Artin-Schreier

完全列

1 → Z/pZ → G(λ) ψ−→ G(λp) → 1

を用い, l ≥ 3の場合は關口-諏訪による Kummer-Artin-Schreier -Witt 完全列

1 → Z/pl−1Z → Wl−1 → Vl−1 → 1

を用いて記述される.
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