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abstract
The objectives of the present study are to improve coordinate transformation method for gravity

term in Navier-Stokes equation and to disclose coordinate transformation program based on tensor
analysis． Coordinate transformation is the effective tool for theoretical and numerical analysis from
the perspective that analysis of physical phenomena on appropriate coordinate system makes its es-
sential physical mechanism intelligible and makes treatment of boundary condition simple. However
coordinate transformation accompany with a number of complex, difficult and time-consuming cal-
culations. Traditional coordinate transformation method of gravity terms especially requires compli-
cated calculation procedure. This study improves coordinate transformation idea by putting concept
of gravity potential in use and makes its calculation much easier. In addition， whole coordinate
transformation procedures of Navier-Stokes equation are programmed based on tensor analysis and
this makes it possible to calculate a lot of coordinate transformation computation instantly.

1 はじめに

物理現象を適切な座標系に変換して後に理論解析をおこなうことは，すなわち現象の物理メカニズムに即し

た解析を行うことに通じ，難解な偏微分方程式の常微分方程式としての取り扱いや境界条件の取り扱いを容易

にするなど，理論及び数値解析の両面において利点がある．座標変換に有効な数学的手段としては，1901年に
リッチ，レビ・チビタにより創始され，アインシュタインの相対性理論 [1]によりその有効性が示されたテンソ
ル解析がある．テンソル解析を用いた流体力学や気象学で用いる基礎式の座標変換手法については，Gal-Chen
ら [3]や Pielkeら [4][5]により示されている．

Gal-Chenら [3]はテンソル解析を用いて圧縮性流体の Navier-Stokes方程式を天気予報などの気象学の数
値解析で用いられる地形に沿う σ 座標系へ座標変換する手法を示し，σ 座標系での解析における境界条件の設

定や流体塊の運動における連続性などに関して考察している．

Pielkeら [4][5]は，気象で用いる支配方程式を古典テンソル解析を用いて地形に沿う σ座標系へ座標変換す

る手法を示すと共に，静水圧の方程式系では，地形のスロープが十分小さくない場合，静水圧近似後に Chain
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ruleで座標変換した式とテンソル解析で座標変換を行った後に静水圧近似した式は一致しないことを示した．
これに対しWongら [6]は，微分の Chain ruleとテンソル解析を用いた座標変換の計算が一致することを
示したが，これは σ 座標における地形に沿う座標方向の流速を水平方向流速と考えた場合に一致することを示

しており，依然として微分の Chain ruleによる座標変換がテンソル解析を用いた場合と一致することは厳密
には証明されていない．

本研究と同様にテンソル解析を用いた座標変換手法を示し，かつ座標変換プログラムを作成した研究として，

著者の一人が数式処理言語である“REDUCE”を用いた研究がある．山田 [2]は，Navier-Stokes方程式 (以
後，NS方程式と記す) を一般化座標系へ座標変換する手順を定式化し，数式処理言語“REDUCE”を用いて
古典テンソル解析の範囲内で，NS方程式を任意の座標系へ変換するプログラムを提案した．このように座標
変換自体をプログラム化することで，非常に複雑な計算を伴うテンソル解析をもちいた座標変換を瞬時に行う

ことができるプログラムは山田が作成した REDUCEの座標変換プログラムが最初であり，理論解析における
大きな飛躍をなしたと言える．

このようにテンソル解析を用いた気象・流体現象を支配する方程式の座標変換手法は，さまざまな研究者に

より研究され，論文や教科書などの形で出版されている．一方で，従来の座標変換手法については計算が困難

な場合がある．従来，重力加速度の座標変換では，1階の反変テンソルの座標変換則に沿った手法が一般的で
あるが，座標間関係式は旧座標を新座標の関数として定義する場合が多いため，実際の重力加速度項の座標変

換では複雑な逆行列を計算する難点がある．本研究では重力ポテンシャルの考え方を重力加速度項の座標変換

へと応用し，結果的に Gal-Chenら [3]の方法と本質的に同じ結果を導くが計算が非常に容易な，スカラー量
の座標変換手法に則した重力加速度項の変換手法を提案する．さらに本論文では，論文や教科書などに散在し

ているテンソル解析を用いた座標変換手法に関する知識を集約し，ベクトル表記の方程式をテンソル表記の方

程式に変換し，テンソル解析を用いて座標系を変換し，最後にテンソル成分から物理成分へと変換する一連の

座標変換手順について詳細に記載する．

2 テンソル解析の基本概念
2.1 テンソルの定義と基底ベクトル
デカルト座標系における NS方程式の一般化座標系への座標変換に際し，まずテンソル解析の基礎概念を記
述する．デカルト座標系における座標系を xi = (x, y, z) =

(
x1, x2, x3

)
とし，また基底ベクトルを i, j,kと

する．この時，デカルト座標系での任意のベクトル f は単位基底ベクトルを用いて次の様に表される．

f = f1i + f2j + f3k (1)

次に一般化座標における基底ベクトルを示す．一般化座標系を x̃i =
(
x̃1, x̃2, x̃3

)
とする．一般化座標系にお

いては，基底ベクトルは，以下の 2通りで表される．ベクトル τ i は x̃i = const平面以外の座標平面に接する

基底ベクトルであり，ηj は x̃j = const平面に直交する基底ベクトルである．τ i 及び ηj の定義を Fig. 1に
示す．

任意の 1階のテンソル (ベクトル)f を一般化座標系の基底ベクトルを用いて表すと

f = f̃iη
i = f̃ jτ j (2)

である．ただしテンソル解析においては一つの項の中に同じ添字の一対の共変添字 (下付き)及び反変添字 (上
付き)がある場合には，添字の全成分について総和をとることとする．これをアインシュタインの総和規約と
いう．総和規約に基づいて式 (2)を書き換えると次の様になる．

f = f̃1η
1 + f̃2η

2 + f̃3η
3

= f̃1τ 1 + f̃2τ 2 + f̃3τ 3 (3)

また 2階のテンソルAは次式で表される．

A = Aijτ iτ j = Aijη
iηj = Aj

iη
iτ j = Ai

jτ iη
j (4)
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Fig. 1 テンソル解析で用いる基底ベクトルの定義

ここで，式 (4)中の τ iτ j ,ηiηj , ηiτ j ,τ iη
j はテンソル積 (ディアド積)と呼ばれており，以下の演算式を満た

す．a, b, cを任意の基底ベクトルとすると

(ab) · c = a (b · c)

c · (ab) = (c · a) b (5)

が成立する．従って ab �= baであることがわかる．

一般化座標における基底ベクトル τ i 及び ηj は，デカルト座標系の基底ベクトルを用いて次の様に表すこと

ができる．

τ i =
∂

∂x̃i

(
x1i + x2j + x3k

)
=

∂x

∂x̃i
(6)

ηj = i
∂x̃j

∂x1
+ j

∂x̃j

∂x2
+ k

∂x̃j

∂x3
= ∇x̃j (7)

一般化座標系における基底ベクトル (6)，(7) は以下の考え方に基づき定められる．デカルト座標系を xi =(
x1, x2, x3

)
，一般化座標系を x̃i =

(
x̃1, x̃2, x̃3

)
とすると，デカルト座標系から一般化座標系への座標変換は

テンソル表記を用いて次式で表される．

x̃i = fi (x1, x2, x3) (i = 1, 2, 3) (8)

また，ベクトル表記では次式を用いて表される．

x̃ = f (x) = x̃ (x) (9)

このとき，デカルト座標系における任意のベクトル x = x1e1 + x2e2 + x3e3 (ただし ei はデカルト座標系に

おける単位基底ベクトル)とすると，このベクトル xの微小線素 dxは，デカルト座標系では単位基底ベクト
ルを用いて

dx = ejdxj (10)

と表される．また，一般化座標系では合成関数の微分に基づき次式で表される．

dx =
∂x
∂x̃j

dx̃j (11)
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従って同一のベクトルのデカルト座標系及び一般化座標系における表記 (10)，(11)を比較すると，一般化座標
系における基底ベクトルの一つとして式 (6)を用いることが妥当である．また，式 (6)が偏微分で表現される
ことから，一般化座標系の基底ベクトル τ i が一般化座標系の軸 x̃i 方向にのみ変化し，x̃i 軸以外の軸方向に変

化しないベクトルであることから，基底ベクトル τ i は x̃i = const面以外の座標軸の等座標平面に接する基底

ベクトルであることが解かる．

またさらに，ベクトル dxの成分をデカルト座標系において求めると

dxi = ei · dx (12)

であり，一般化座標系では

dx̃i =
∂x̃i

∂xj
dxj =

(∇x̃i
) · dx (13)

と表現される．従って同一ベクトルの，異なる座標系における成分表記 (12)，(13)を比較することにより，一
般化座標系における基底ベクトルとして式 (7)を用いることが妥当である．さらに式 (7)より，一般化座標系に
おける基底ベクトル ηj が x̃j 軸の等座標平面 (x̃j = const面)に直交する基底ベクトルであることが解かる．
一般化座標における基底ベクトル τ i，ηi は,直交座標系では

τ i · τ j = ηi · ηj = 0 (14)

であり，且つ τ i = ηi となり一致する．一方，非直交座標系では

τ i · τ j �= 0 ηi · ηj �= 0 (15)

となる．これらの基底ベクトルを用いて，ηj で定義されるテンソルの成分 f̃j を共変テンソル成分，τ i で定義

されるテンソル成分 f̃ i を反変テンソル成分と呼び，各々上付きの添字 (反変添字)及び下付きの添字 (共変添
字)で表される．ただし上付きの添字は乗数ではないことに注意が必要である．また添字の数はテンソルの階
数を表し，ũij を 2階の反変テンソル成分，ũij を 2階の共変テンソル成分，ũi

j を 2階の混合テンソル成分と
呼ぶ．ここで，2階のテンソルを行列で表す場合は以下の約束に従うものとする．例として 2階の反変テンソ
ル成分を以下に示す．

aij =

⎛
⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎠ (16)

2階の共変及び反変テンソルの場合，第 1番目の添字が横行の番号を，第 2番目の添字が縦列の番号を表すも
のとする．また，2階の混合テンソルの場合には，反変添字 (上付き)が横行の番号を，共変添字 (下付き)が縦
列の番号を表す．

2.2 基底ベクトルの座標変換
新座標 x̂i (変数にˆを付して表す)及び旧座標 xi の基底ベクトルの座標変換則を求める．新座標系の基底ベ

クトルを微分の連鎖則を用いて書き換えて整理する．

τ̂ j =
∂x
∂x̂j

=
∂x
∂xi

∂xi

∂x̂j
= τ i

∂xi

∂x̂j
(17)

以上より，新座標及び旧座標の基底ベクトル τ を相互に座標変換する関係式を導いた．
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同様に基底ベクトル η に関しても，新座標と旧座標間で次式の座標変換則が成り立つ．

η̂i = ∇x̂i =
(

∂x̂i

∂x1
,
∂x̂i

∂x2
,
∂x̂i

∂x3

)

=
(

∂xj

∂x1

∂x̂i

∂xj
,
∂xj

∂x2

∂x̂i

∂xj
,
∂xj

∂x3

∂x̂i

∂xj

)

=
∂x̂i

∂xj

(
∂xj

∂x1
,
∂xj

∂x2
,
∂xj

∂x3

)

=
∂x̂i

∂xj
∇xj

=
∂x̂i

∂xj
ηj (18)

従って，上記の関係式 (17)，(18)により，新座標及び旧座標間における基底ベクトルの座標変換則が示された．

2.3 テンソルの座標変換則
新旧座標間の基底ベクトルの座標変換則 (17)，(18)を用いて，反変・共変テンソルの座標変換則を導く．新
座標 x̂i (変数にˆを付して表す)及び旧座標 xi とし，任意のベクトル f を基底ベクトル τ に基づき新旧座標に

おいて表し，基底ベクトル τ の座標変換則 (17)を適用して式 (19)を得る．

f = f iτ i = f̂ iτ̂ i = f̂ i ∂xj

∂x̂i
τ j (19)

式 (19)の最右辺の項の添字はアインシュタインの総和規約を適用するダミー添字であるので，ダミー添字を
i → j，j → iと変更し，基底ベクトルについてまとめて整理することにより，1階の反変テンソル成分の座標
変換則 (20)を得る．

f̂ i =
∂x̂i

∂xj
f j (20)

同様に任意のベクトル f を基底ベクトル η に基づき表し，さらに基底ベクトルの座標変換則 (18)を適用し
て式 (21)を得る．

f = fjη
j = f̂iη̂

i = f̂i
∂x̂i

∂xj
ηj (21)

式 (21)を整理することにより，1階の共変テンソル成分の座標変換則 (22)を得る．

f̂i =
∂xj

∂x̂i
fj (22)

2.4 テンソルの定義
ここで，テンソルの定義について述べる．任意の座標系 xi =

(
x1, x2, x3

)
で定義されている変数 fi 及び f j

が，座標系 x̂i =
(
x̂1, x̂2, x̂3

)
に座標変換される場合において，テンソル演算の座標変換則 (20)，(22) に従う

場合，その変数 fi 及び f j を成分とするものをテンソルであると定義する．ただし，これは 1階の共変・反変
テンソルにおける座標変換則であり，2 階以上の高階のテンソルに関しては式 (22)及び式 (20)を応用して，
反変及び共変添字の各成分の変換係数の積であらわされる．一般化座標系 xi での任意の階数の混合テンソル

fab···c
ij···k を一般化座標系 x̃i へ変換する際の変換則を以下に示す．

f̃λμ··ν
ρα··τ =

∂x̃λ

∂xa

∂x̃μ

∂xb
· ·∂x̃ν

∂xc

∂xi

∂x̃ρ

∂xj

∂x̃α
· ·∂xk

∂x̃τ
fab··c

ij··k (23)
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一般にテンソル解析において，変換式 (23)を満たす変数がテンソルと定義されている．

2.5 計量テンソルの定義と特性
直交座標系 xi における線素 dsの微小線要素を dx =

(
dx1, dx2, dx3

)
とすると，線素 dsの 2乗は

ds2 = dx · dx

=
(
dx1

)2
+

(
dx2

)2
+

(
dx3

)2

=
3∑

i=1

dxidxi (24)

と表される．ここで線素 dsを一般化座標系 x̃j に座標変換する．式 (20)より，dxi を座標系 x̃j を用いてあら

わすと，

dxi =
(

∂xi

∂x̃j

)
dx̃j (25)

となり，従って式 (24)は

ds2 =
3∑

i=1

(
∂xi

∂x̃j
dx̃j

) (
∂xi

∂x̃k
dx̃k

)

=
3∑

i=1

∂xi

∂x̃j

∂xi

∂x̃k
dx̃jdx̃k

= G̃jkdx̃jdx̃k (26)

と一般化座標系 x̃j の変数を用いて表現される．ここで G̃jk は反変形量テンソルと呼ばれており，次式で定義

される．

G̃jk =
3∑

i=1

∂xi

∂x̃j

∂xi

∂x̃k
(27)

また，同様に共変形量テンソルは

G̃jk =
3∑

i=1

∂x̃j

∂xi

∂x̃k

∂xi
(28)

と定義される．計量テンソルは座標変換前後におけるテンソルの物理成分の変化の大きさを表す重要な基本量

である．計量テンソルの場合，下付き添字は反変計量テンソル，上付き添字は共変計量テンソルを表しており，

テンソルの添字の位置と共変・反変の名前の関係が他のテンソルと異なることに注意する必要がある．

計量テンソルの重要な特性の 1つは反変計量テンソルを用いて，反変テンソルを共変テンソルへ変換可能で
あり，また共変計量テンソルを用いることでその逆もまた可能なことである．共変・反変テンソルはそれぞれ

異なる基底ベクトルに基づいて定義されているために，同種 (共変もしくは反変)のテンソル同士の和しか取る
ことができないテンソル演算において，この計量テンソルの特性は非常に重要な意味を持つ．なぜならば，デ

カルト座標系では反変・共変成分が一致するために，NS方程式中の各項が共変・反変のいずれの成分である
かに注意にする必要は無い．しかしデカルト座標形から一般化座標系へ NS方程式を変換する場合，NS方程
式の各項はそれぞれ共変・反変のいずれかの成分に分かれるため，各項の成分を共変・反変のどちらかに統一

しなければならないためである．

以下に共変計量テンソル G̃jk を用いて共変テンソル f̃j を反変テンソル f̃k に変換する方法を示す．ただし，

計量テンソルの場合には，反変形量テンソル (27)の分子及び共変形量テンソル (28)の分母の同一の添字に付
いて和を取ることとし，Σを消去して表記する．
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G̃jkf̃j =
(

∂x̃j

∂xi

∂x̃k

∂xi

)
f̃j

=
(

∂x̃j

∂xi

∂x̃k

∂xi

)
∂xl

∂x̃j
fl

=
∂x̃j

∂xi

∂xl

∂x̃j

∂x̃k

∂xi
fl

= δl
i

∂x̃k

∂xi
fl

=
∂x̃k

∂xl
fl

= f̃k (29)

共変テンソル f̃j は，反変計量テンソル G̃jk 及び反変テンソル f̃k を用いて，同様な計算の結果導出される．

計量テンソルの値について見てみると，直交座標系においては，反変・共変計量テンソルの対角成分以外は

全て 0となり，一方，斜交座標系では計量テンソルの対角成分以外も値を持つ．座標系が直線座標系の場合，
計量テンソルは全て定数となる．また，反変計量テンソルと共変計量テンソルの間には逆行列の関係が存在し，

次式が成立する．

G̃jk =
[
G̃jk

]−1

(30)

さらに反変計量テンソル G̃jk の行列式を G̃とすると，

G̃ =
∣∣∣G̃jk

∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∂xi

∂x̃j

∂xi

∂x̃k

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∂xi

∂x̃j

∣∣∣∣
2

�= 0 (31)

となり，G̃は常に 0でない正の値をとる．
式 (26)の dsはベクトル dxi (= dx)の大きさであるので，ds, dxi の変わりにベクトルの大きさ V (座標系
に依らない物理的大きさ)，1階の反変テンソル V i を用いて式 (26)を表すと，

V =
∣∣V i

∣∣ =
(
Gij Ṽ

iṼ j
) 1

2
(32)

となる．この時，添字 i, j は総和規約により総和をとるダミー添字であるので式 (32)は不変量である．さらに
同じテンソルの共変成分を Vi と置くと

V = |Vi| =
(
Gij ṼiṼj

) 1
2

(33)

となる．

2.6 テンソルの共変微分
デカルト座標系の座標軸は直線であるため，単位基底ベクトルの大きさ及び方向は場所に依存しない．一方，

一般化座標系では座標軸は直線で無い場合があり，よって基底ベクトルの大きさも場所に依存して変化する．

従って，テンソルA = Ajη
j = Ajτ j の空間微分を考える際には，基底ベクトルの空間変化を考慮する必要が

ある．
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∂A
∂xi

=
∂

∂xi

(
Ajη

j
)

=
∂Aj

∂xi
ηj + Aj

∂ηj

∂xi

= Aj;iη
j (34)

∂A
∂xi

=
∂

∂xi

(
Ajτ j

)
=

∂Aj

∂xi
τ j + Aj ∂τ j

∂xi

= Aj
;iτ j (35)

テンソルAの共変成分及び反変成分の共変微分を式 (34)，(35)に示す．テンソル成分の下付文字 ;は，その
後に続く添字方向の空間独立変数によるテンソルの共変微分を示す．このようにデカルト座標系では単位基底

ベクトルは空間の関数ではないが，一般化座標系では基底ベクトルも空間の関数であるために，テンソルの空

間微分に寄与する．

0階，1階，2階のテンソルの共変微分を以下に示す．ここで，テンソル成分の微分及び共変微分の記号の定
義を行う．下付添字の「 ,」は，その後に続く添字の方向の空間座標による通常の微分を表し，「 ;」はその後
に続く添字の方向の空間座標による共変微分を表す．

0階のテンソル (スカラー)は大きさのみをもち方向を持たない量である．従って基底ベクトルの空間変化に
依存しないため，0階のテンソル φ̃の微分は以下のように定義される．

∂φ

∂x̃i
=

∂xj

∂x̃i

∂φ

∂xj
(36)

これは，共変テンソルの座標変換式 (22)に対応していることが分かる．テンソルの定義を考えるに，テンソル
演算の座標変換則を満たす量をテンソルと定義しているため，0階のテンソルの微分 (共変微分)は 1階の共変
テンソルとなることが確認できる．

φ̃;i = φ̃,i =
∂φ

∂x̃i
(37)

0階のテンソルの共変微分は式 (37)の左辺において，共変微分の記号が下付き文字として付いているので，共
変微分により 1階の共変テンソルとなることがテンソルの添字システムからも見て取れる． NS方程式の一般
化座標への座標変換においては，圧力勾配項及び重力ポテンシャル項などのスカラー量の共変微分は 1階の共
変テンソルへと変化する．

次に 1階の反変テンソル φi の共変微分を以下に示す．1階のテンソルは一般化座標系の基底ベクトルに基づ
いて定義されるので，その微分においては基底ベクトルの空間変化を考慮する必要がある．NS方程式におけ
る i方向の流速成分 ũi は 1階の反変テンソルであり，その共変微分は以下の式に従う．

φ̃i
;j =

∂φ̃i

∂x̃j
+ Γ̃i

jkφ̃k (38)

ただし Γ̃i
jk は第 2種クリストフェル記号であり，一般化座標における座標軸の曲がりの影響を表す．クリス

トフェル記号の定義は，

Γ̃s
ml =

1
2
G̃sj

(
∂G̃lj

∂x̃m
+

∂G̃mj

∂x̃l
− ∂G̃lm

∂x̃j

)

=
∂2xn

∂x̃l∂x̃m

∂x̃s

∂xn
(39)
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であり，添字の j について j = 1, 2, 3の和を取ることに注意が必要である．またクリストフェル記号の定義式
(6)より，添字のmと lに関して対称であり，Γ̃s

ml = Γ̃s
lm が成立する．直線座標系では計量テンソルは定数と

なり，従ってクリストフェル記号の成分は 0となる．またクリストフェル記号と一般化座標の基底ベクトルの
微分の間には次式が成立する．

τ j,i = Γm
jiτm (40)

ηj
,i = −Γj

imηm (41)

従って式 (40)，(41)からもクリストフェル記号が座標軸の曲がりの影響を表していることが理解でき，さらに
1階の反変テンソルの共変微分の定義式 (4)は，式 (35)と等価であることが分かる．
同様の考察のもとに，1階の共変テンソルの共変微分は以下の様に定義される．

φ̃i;j = ∂φ̃i

∂x̃j − Γ̃k
jiφ̃k (42)

また 2階のテンソルの共変微分もクリストフェル記号を用いて次の様に表されれる．

φ̃ij
;k = ∂φ̃ij

∂x̃k + Γ̃i
mkφ̃mj + Γ̃j

mkφ̃im (43)

φ̃ij;k = ∂φ̃ij

∂x̃k − Γ̃m
ikφ̃mj − Γ̃m

jkφ̃im (44)

φ̃i
j;k = ∂φ̃i

j

∂x̃k + Γ̃i
mkφ̃m

j − Γ̃m
jkφ̃i

m (45)

2.7 テンソル成分から物理成分へ変換
ここまで一般化座標系への座標変換において重要なテンソル解析の基礎を示して来た．テンソル解析では，

未知量は全てテンソル成分として方程式を作るため，実用的な物理成分を求めるためにはテンソル解析の最後

にテンソル成分を物理成分に変換する必要がある．テンソル成分と物理成分の関係を式 (32)，(33)より考え
る．まず，反変テンソル V i の特定の i = 2方向成分 (従って iの総和はとらない) V 2 の大きさは

∣∣V 2
∣∣ =

√
G̃22V

2 (46)

と表されることから，テンソル V j の特定の i成分の実際の大きさを V̂ i としてして表すと

V̂ i =
∣∣V i

∣∣ =
√

G̃iiV
i (47)

である．このようにテンソル V j の i成分の実際の大きさ V̂ i を物理成分と呼ぶ．また 1階のテンソル (ベクト
ル) V i，Vi はそれぞれ

√
G̃ii，

√
G̃ii を単位とした大きさであることがわかる．

以下に，テンソルの物理成分の求め方を示す．0階のテンソル (スカラー)は，物理成分とテンソル成分が同
じ大きさの値を持っている．従って以下に示す方法を用いて物理成分に変換する必要は無い．1階の共変・反
変テンソルを物理成分に変換する場合，反変及び共変計量テンソルを用いて，

φ̃i =
1√
G̃ii

φ̂i (48)

φ̃i =
1√
G̃ii

φ̂i (49)

により変換可能である．ただし，変数 φ上の～はテンソル成分を，∧は物理成分を表す．
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さらに 2階のテンソルを物理成分に変換する場合，

φ̃ij =
1√

G̃iiG̃jj

φ̂ij (50)

φ̃ij =
1√

G̃iiG̃jj
φ̂ij (51)

φ̃i
j =

1√
G̃iiG̃jj

φ̂i
j (52)

と変換することが可能である．ただし，式 (48)，(49)，(50)，(51)，(52)では i，j について和を取らない．

3 NS方程式の座標変換
3.1 ベクトル表記とテンソル表記
ここまで，テンソル解析の基本的な計算方法を示した．従ってテンソルを用いて表記された支配方程式の各

項を，テンソル解析に基づいて計算を行うことで座標変換を行うことが可能である．本章では座標変換を行う

まえに，支配方程式をテンソル表記へと書き換える手順を示す．テンソル成分表記への書き換えも，ここまで

述べてきた基本的なテンソルの定義及び概念を理解すれば，機械的に書き換えることが可能である．本章では，

ベクトル表記の NS方程式から出発して，NS方程式をテンソル表記で表す方法を示す．
まず，基礎方程式をベクトル表記により表す．ベクトルとは大きさと方向性を持つ物理量を指し，したがっ

て座標系の取り方に依らず一意に定めることが可能である．これは任意のベクトル uは如何なる座標系から眺

めるとも，ただひとつのベクトルとして定まることを意味する．ただし，ベクトルの成分は空間座標の設定に

依存し変化するが，これはベクトル自体が大きさ及び方向に関して変化しておらず，この特性を座標変換に用

いる．ベクトル表記の NS方程式は次式のように表される．

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = f +

1
ρ
∇ · T (53)

ただし，T は応力テンソルであり，次式で表される．

T = −
(

P +
2
3
μθ

)
I + 2μe (54)

式 (54)を式 (53)に代入して整理して次式を得る．

∂u

∂t
+ (u · ∇) u = f − 1

ρ
∇

(
P +

2
3
μθ

)
+ 2ν∇ · e (55)

ただし，u：流速ベクトル，∇：微分演算子ナブラ，ρ：水の密度，P：圧力，μ：粘性率，ν：運動粘性率
(
= μ

ρ

)
，

θ：体積圧縮率 (= ∇ · u)，e：変形速度テンソルであり，応力テンソル中の第一種及び第二種粘性率に関して

Stokesの関係を適用している．
デカルト座標に基づいて考える場合，流速ベクトル u はただひとつの基底ベクトル i，j，k に基づいて

u = uii + ujj + ukkと表現される．一方，テンソルの領域まで拡張する場合には，テンソルは 2組の基底ベ
クトル τ j，ηj に基づいて定義されるため，次の 2通りの表現ができる．

u =

{
ujτ j (反変成分表示)　
ujη

j (共変成分表示)　
(56)
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ただし，基底ベクトル τ j に基づくテンソルが反変テンソル，基底ベクトル ηj に基づくテンソルが共変テンソ

ルである．また，式中の添字 j について，アインシュタインの総和規約に基づき総和を取る．以上より，ベク

トル表記の NS方程式 (55)の局所加速度項は，共変成分および反変成分に基づく 2通りの表し方がある．

∂u

∂t
=

{
∂
∂t

(
ujτ j

)
(反変成分表示)　

∂
∂t

(
ujη

j
)

(共変成分表示)　
(57)

次に，微分演算子∇を，テンソルで表すと以下の様に表される．

∇ = ηj

(
∂

∂xj

)
(58)

テンソル表記のナブラを用いて，NS方程式 (55)中の左辺第 2項のベクトル表記の移流項をテンソル表記に
書き換える．

(u · ∇)u =
((

uiτ i

) · ηj

(
∂

∂xj

))
ukτ k

ここで τi · ηj = δj
i を使用．

=
(

uiδj
i

∂

∂xj

)
ukτ k

=
(

uj ∂

∂xj

)
ukτ k

= uj
(
uk

,jτ k + ukτ k,j

)
ここで, τ k,j = Γm

kjτm を使用．

= uj
(
uk

,jτ k + ukΓm
kjτm

)
= uj

(
ui

,j + ukΓi
kj

)
τ i

= ujui
;jτ i (59)

となり，基底ベクトル τi に基づく反変テンソル成分表記へと書き換えることができる．

外力項 f も同様に

f =

{
f jτ j (反変成分表示)　
fjη

j (共変成分表示)
(60)

と書き換えられる．

さらに，ベクトル表記の NS方程式の右辺第 2項 1
ρ∇

(
P + 2

3μθ
)
をテンソル成分で表す．微分演算子∇を

式 (58)に基づき書き換える．ここで注目すべきは，圧力 P は圧力の等方性からスカラー量である．従ってテ

ンソル領域では，テンソルの共変微分は共変成分へと変化することを，この演算から理解することができる点

である．

1
ρ
∇

(
P +

2
3
μθ

)
=

1
ρ

(
ηj ∂

∂xj

) (
P +

2
3
μθ

)

=
1
ρ

(
Gijτ i

∂

∂xj

) (
P +

2
3
μθ

)

=
1
ρ

{
Gij ∂

∂xj

(
P +

2
3
μθ

)}
τ i (61)

ただし，基底ベクトル ηj は式 (29)に基づき，ηj = Gijτ i のように基底ベクトル τ i を用いた形式に書き換

えられている．
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ベクトル表記の NS方程式 (55)の右辺第 3項∇ · eをテンソル成分表記の方程式系に変換する．ただし，変
形速度テンソル eは次式で定義される．

e = eijτ iτ j (62)

従って，右辺第 3項∇ · eは以下の様になる．

∇ · e =
(

ηm ∂

∂xm

)
· (eijτ iτ j

)
= ηm · (τ iτ j) eij

,m + eijηm · {τ i,mτ j + τ iτ j,m}
=

(
δm
i eij

,m

)
τ j + eijηm · (Γl

imτ lτ j + Γl
jmτ lτ i

)
=

(
δm
i eij

,m

)
τ j

+eij
(
Γl

imηm · (τ lτ j) + Γl
jmηm · (τ iτ l)

)
=

(
δm
i eij

,m

)
τ j + eij

(
Γl

imδm
l τ j + Γl

jmδm
i τ l

)
= eij

,i τ j + eij
(
Γl

ilτ j + Γl
jiτ l

)
=

(
eij

,i + eijΓl
il + einΓj

ni

)
τ j

= eij
;i τ j (63)

このとき，テンソル積の演算式 (5)を用いている．また各項中のアインシュタインの総和規約をとるダミー添
字の対応は一見，2階の反変テンソル成分の共変微分の定義式 (5)に反している様に見えるが，実質上の計算
は同じであることに注意する．

変形速度テンソル eij は次式で定義される．

eij =
1
2
GimGjn (um;n + un;m)

=
1
2

(
Gjn

(
ui

)
;n

+ Gim
(
uj

)
;m

)
(64)

従って変形速度テンソルは添字に対して対称であり，eij = eji である．これより，式 (63)の変形速度テンソ
ル eij の添字の順序を eji と変更し，かつ添字 i, j 自体を，i ↔ j と変更すると，式 (63)は最終的に次式で表
現される．

∇ · e = eij
;i τ j

= eij
;j τ i (65)

以上，個別に計算した NS方程式の各項を反変の基底ベクトル τ i に基づくテンソル表記にまとめて，NS方
程式 (55)に代入すると以下の式を得る．

∂ui

∂t
τ i + uj

(
ui

,j + ukΓi
kj

)
τ i

= f iτ i − 1
ρ

{
Gij ∂

∂xj

(
P +

2
3
μθ

)}
τ i + 2νeij

;j τ i (66)

式 (66)の両辺を基底ベクトル τ i によりまとめることで，ベクトル表記の NS方程式をテンソル表記へと書き
換えることができる．

∂ui

∂t
+ uj

(
ui

,j + ukΓi
kj

)
= f i − 1

ρ

{
Gij ∂

∂xj

(
P +

2
3
μθ

)}
+ 2νeij

;j (67)
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また，ベクトル表記の NS方程式 (53)，(54)に対応する，応力テンソルを用いた表記は次式の様に表記さ
れる．

∂ui

∂t
+ ujui

;j = f i +
1
ρ
T ij

;j (68)

T ij = −
(

P +
2
3
μθ

)
G̃imδj

m + 2μeij (69)

ただし添字 iは一般化座標系 x̃i での i = 1, 2, 3方向成分を表す．また δj
m はクロネッカーのデルタ関数 (2

階の混合テンソル)であり，ui は i方向の流速 (反変成分)である．
以上，テンソル解析を用いてテンソル成分表記の NS 方程式及び連続式を導いた．いずれの項も全て反変
テンソルにより表記されている．また流体を非圧縮として取り扱う場合には，応力テンソル中の体積圧縮率は

θ = divu = 0となる．非圧縮性流体の NS方程式及び連続式は次式で表される．

∂ũi

∂t
+ ũj · ũi

;j = −1
ρ
G̃ijP,j − gG̃ij ∂x3

∂x̃j
+ 2νeij

;j (70)

ũj
;j = 0 (71)

4 テンソル解析を用いたテンソル成分表記のNS方程式の座標変換方法
4.1 局所加速度項 ∂ũi

∂t の変換

まず，局所加速度項 ∂ũi

∂t の変換について考える．局所加速度項は時間についての微分であり，空間的な座標

変換においては変化しない．

4.2 移流項 ũj ũi
;j の変換

次に NS方程式の移流項の座標変換を行う．共変微分の計算式 (4)及びクリストフェル記号 (6)を用いて移
流項を書き換える．

ũj ũi
; j = ũj

(
∂ũi

∂x̃j
+ Γi

jkũk

)

= ũj ∂ũi

∂x̃j
+ ũjΓi

jkũk (j, kで和をとる)

= ũ1 ∂ũi

∂x̃1
+ ũ2 ∂ũi

∂x̃2
+ ũ3 ∂ũi

∂x̃3

+ũ1Γi
11ũ

1 + ũ2Γi
21ũ

1 + ũ3Γi
31ũ

1

+ũ1Γi
12ũ

2 + ũ2Γi
22ũ

2 + ũ3Γi
32ũ

2

+ũ1Γi
13ũ

3 + ũ2Γi
23ũ

3 + ũ3Γi
33ũ

3 (72)

4.3 圧力勾配項 P;j の変換
圧力勾配項 P;j を座標変換する．圧力 P は等方性であるので，座標変換を行ってもその大きさは変化しない．

つまり，任意の地点における圧力の大きさは，空間座標の設定方法に依らない．以上より，圧力はテンソルの

定義より 0階のテンソル (スカラー)であると言える．また共変微分の定義より，0階のテンソルの共変微分は
1階の共変テンソルとなるので，圧力の共変微分 ∂P

∂x̃j は，式 (37)より共変成分である．NS方程式の座標変換
において，全項を反変テンソル成分に統一する場合，全ての共変成分を反変成分に変換する必要があることに
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注意が必要である．圧力の反変成分は，共変成分に共変計量テンソルをかけることにより以下の様に求めるこ

とができる．

G̃ij ∂P

∂x̃j
=

(
G̃ijP

)
;j

=
1√
G̃

∂
(
G̃ij

√
G̃P

)
∂x̃j

+ Γ̃i
mn

(
G̃ijP

)

=
1√
G̃

∂
(
G̃ij

√
G̃P

)
∂x̃j

− P√
G̃

∂
(
G̃ij

√
G̃

)
∂x̃j

(73)

4.4 本研究が提案する新しい重力加速度項の変換手法
従来の重力加速度の計算方法は，1階の反変テンソルの座標変換則 (20)に基づく方法が一般的であり，以下
の様に計算できる．

g̃i =
∂x̃i

∂xj
gj

=
∂x̃i

∂x1
g1 +

∂x̃i

∂x2
g2 +

∂x̃i

∂x3
g3

=
∂x̃i

∂x3
g (74)

ただし，gi はデカルト座標系 xi における重力加速度ベクトル gi =
(
g1, g2, g3

)
= (0, 0, g)である．しかしな

がら，式 (9)の右辺の重力加速度の係数に注目すると，新座標 x̃i を旧座標 xj で微分する形となっており非常

に計算し難い．なぜならば，座標変換において，座標間の関係式は一般的に xj = f
(
x̃i

)
の様に旧座標を新座

標の関数として定義することが多く，また右辺の係数 ∂x̃i

∂x3 は行列 ∂x̃i

∂xj の成分であり，単純な逆関数の微分から
∂x̃i

∂x3 を求めることができないためである．この場合，NS方程式の全項の座標変換では，旧座標を新座標で微
分する ∂xi

∂x̃j で計算可能であるのに対して，重力加速度項の計算には後に示す複雑な逆行列の計算を行う必要が

生じる．

上記の重力加速度項の座標変換における煩雑な計算を回避するため，本研究では従来の重力加速度項の座標

変換方法と最終的に同じ結果を導くが，計算が非常に簡易である座標変換方法を導いた．まず重力が保存力で

あり，流れの場に保存力場を仮定すると，重力ポテンシャル φが存在し，デカルト座標系では

φ = ρgz = ρgx3 (75)

と記述することができる．ただし ρは密度，gはデカルト座標系における重力加速度項，z
(
= x3

)
はデカルト

座標系における鉛直座標である．したがってデカルト座標系では共変の重力加速度ベクトル gi は重力ポテン

シャルを用いて次のように表される．

gi =
1
ρ

∂φ

∂xi
(76)

ここで重力ポテンシャルは 0階のテンソルであり，その共変微分は 1階の共変テンソルになる．したがってデ
カルト座標系における重力ポテンシャルの微分 ∂φ

∂xi は，テンソル解析における共変微分をデカルト座標系にお

いて行ったと考えると，計算の結果生じる重力加速度ベクトルは厳密には 1階の共変テンソルである．デカル
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ト座標系においては，共変テンソルと反変テンソルは一致するため，通常は共変・反変成分のいづれかである

かは配慮する必要は無いが，一般化座標に基づくテンソル解析においては変数が共変・反変テンソルのどちら

であるかを明確にすることが非常に重要である．

同様に新座標 x̃i において，重力ポテンシャル φを用いて重力加速度ベクトル g̃j を定義する．

g̃j =
1
ρ

∂φ

∂x̃j
(77)

テンソル解析における座標変換則 (22)より，デカルト座標及び新座標における重力加速度ベクトル gi，g̃j は

次の様に表される．

g̃j =
∂xi

∂x̃j
gi (78)

次に，新座標における重力加速度ベクトルの共変成分 g̃j を反変成分 g̃i に式 (29)に基づいて変換する

g̃i = G̃ij g̃j (79)

以上の関係を用いて重力加速度の座標変換手法を以下に示す．式 (14)に式 (13)，(11)，及び共変計量テン
ソルの定義 (28)を代入する．

g̃i = G̃ij g̃j

= G̃ij ∂xm

∂x̃j
gm

=
1
ρ
G̃ij ∂xm

∂x̃j

∂φ

∂xm
(80)

=
1
ρ

∂x̃i

∂xk

x̃j

∂xk

∂xm

∂x̃j

∂φ

∂xm

=
1
ρ

∂xm

∂xk

∂x̃i

∂xk

∂φ

∂xm

=
1
ρ
δm
k

∂x̃i

∂xk

∂φ

∂xm
(81)

本研究の提案する重力加速度項の計算方法としては，式 (15)に重力ポテンシャルの定義 (10)を代入して

g̃i =
1
ρ
G̃ij ∂xm

∂x̃j

∂φ

∂xm

=
1
ρ
G̃ij ∂φ

∂x̃j

= gG̃ij ∂x3

∂x̃j
(82)

と導出した．従来の重力加速度項は，座標変換において NS方程式の重力加速度項以外の項はすべて座標変換
前の座標 xi を変換後の座標 x̃j で微分しているのに反して唯一微分関係が逆となっており，実際の解析上，計

算が困難であった．しかし本研究により示す式 (17)の重力加速度の座標変換手法ではこの点が改良されてお
り，実際の計算上，解析が容易であるという長所をもつ．

また，従来の重力加速度の計算方法に関しても式 (16)より求めることができる．

g̃i =
1
ρ
δm
k

∂x̃i

∂xk

∂φ

∂xm

=
1
ρ

(
∂φ

∂x1
δ1
1

∂x̃i

∂x1
+

∂φ

∂x2
δ2
2

∂x̃i

∂x2
+

∂φ

∂x3
δ3
3

∂x̃i

∂x3

)
(重力ポテンシャルの定義式 (10)を代入.)

= g
∂x̃i

∂x3
(83)
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従って本研究において提案する重力加速度の計算方法 (17)と，従来の計算方法 (18)は本質的に一致すること
が示された．

最後に，座標変換における座標間関係式が xj = f
(
x̃i

)
と与えられる場合の，従来の重力加速度の座標変換

手法 (9)に基づく計算方法を示す．従来の重力加速度の座標変換における係数 ∂x̃i

∂x3 は行列式 ∂x̃i

∂xj の要素の 1つ
である．したがって重力加速度係数の計算については逆関数の微分が成立しない．言い換えると

∂x̃i

∂x3
�= 1

∂x3

∂x̃i

(84)

であり，複雑な計算を行う必要がある．一方で，重力加速度の係数を含む行列 ∂x̃i

∂xj と ∂xm

∂x̃n には逆行列の関係

が存在し，次の様に表される．

∂x̃i

∂xj
=

(
∂xm

∂x̃n

)−1

(85)

上記関係より，重力加速度の係数 ∂x̃i

∂x3 を計算するためには，第 1として式 (85)の右辺の行列 ∂xm

∂x̃n を計算す

る．右辺は旧座標 xj を新座標 x̃j で微分する形式であり，容易に解が得られることが解る．∂xm

∂x̃n の全成分を計

算し，さらにその逆行列を求めることにより，求める重力加速度係数を含む行列 ∂x̃i

∂xj の全項が求まる．これに

より求めるべき重力加速度の係数 ∂x̃i

∂x3 を計算することが可能である．しかしながら，上記行列計算は非常に複

雑である場合が多く，従って本研究で示した重力加速度の計算方法が厳密性及び計算の簡易さを考慮して，非

常に優れていると考える．

4.5 共変微分をとった応力テンソル項の変換
NS方程式中の共変微分を施した応力テンソル項の座標変換手法について考察する．共変微分を施した応力
テンソル項は式 (2)に基づき次式で表される．

T ij
;j = −

{(
P +

2
3
μθ

)
G̃imδj

m

}
;j

+ 2μeij
;j

= −δj
mG̃im

(
P +

2
3
μθ

)
;j

+ 2μeij
;j

= −G̃ij

(
P +

2
3
μθ

)
;j

+ 2μeij
;j (86)

ここで非圧縮流体の場合，θ = divu = 0より，上式は以下の様に書き換えられる．

T ij
;j = −G̃ij

(
P +

2
3
μθ

)
;j

+ 2μeij
;j

= −G̃ijP;j + 2μeij
;j (87)

圧力項の共変微分は既に述べたので，ここではその計算方法を省略する．

従って次にテンソル表記の NS方程式において変形速度テンソルの共変微分形式 eij
;j で表される粘性項の計

算手法を示す．NS方程式において，変形速度テンソルのみが 2階のテンソル成分であり，その共変微分をと
るがために非常に複雑なテンソル計算が必要となる．まず，変形速度テンソルの定義式 (3)を用いて，共変微
分を施した変形速度テンソル項を展開する．

eij
;j =

1
2

(
Gjn

(
ui

)
;n

+ Gim
(
uj

)
;m

)
;j

=
1
2

(
Gjn

(
ui

)
;nj

+ Gim
(
uj

)
;mj

)
(∵ Gim

;n = 0)

=
1
2

(
Gjn

(
ui

)
;nj

+ Gim
(
uj

;j

)
;m

)
(88)
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上記の計算より，共変微分を施した変形速度テンソルの右辺第 2項は体積圧縮率 θ = uj
;j となり，従って非圧

縮性流体を考える場合には θ = uj
;j = 0となり消える．その後は，2階の反変テンソル成分の共変微分の定義

式 (5)に従い計算を行うことができる．

5 河川形状に沿う直交曲線座標系へのNS方程式の座標変換
5.1 河川に沿う直交曲線座標系の設定
河川の流れを理論・数値計算を用いて解析する場合，デカルト座標系に基づく矩形格子を用いることは地形

形状への適用性，境界条件の設定が煩雑であり，理論解析上は計算が非常に複雑となる．また数値計算の観点

からみると矩形格子が計算領域の形状に適合していないため，計算機のリソースを余分に消費することが考え

られる．

以上の観点から，本研究では計算領域の形状に適合する座標系を採用することで，上記の困難を排除するこ

とを目的として，テンソル解析を用いた座標変換方法を前章までに示してきた．本章では，河川形状を正確に

考慮することができる座標系の一例を示す．

デカルト座標系及び河川形状に沿う座標系間の関係式は，式 (22)，(23)，(24)の様に設定することができ
る．デカルト座標における独立変数を (x, y, z) = (x1, x2, x3)と表し，河川形状に沿う座標系における座標を
(sa, na, za) = (x̃1, x̃2, x̃3)と表している．

x1 =

(∫ x̃1

0

cos θdx̃1 − x̃2sinθ

)
cos α + x̃3 sin α (89)

x2 =
∫ x̃1

0

sin θdx̃1 + x̃3 cos α (90)

x3 = −
(∫ x̃1

0

cos θdx̃1 − x̃2 sin θ

)
sin α + x̃3 cos α (91)

また，河川形状に沿う座標系の定義図を Fig. 3，Fig. 4に示す．河川形状に沿う座標系の各独立変数は，流路
中心軸と谷線との交点から流れ方向に流路中心線に沿って測った距離を x̃1，流路中心線の直角方向軸を x̃2，河

床に垂直に x̃3 と定義する．河川に沿う座標系の座標軸 x̃1，x̃2 に接する面の，水平面からの勾配を αとし，ま

た座標系の設定時に任意に定める谷線と流路中心線の成す角 θは，空間独立変数 x̃1 の関数として θ
(
x̃1

)
と定

める．ここで注意すべきは河川に沿う座標系の場合，座標を一意に定める変数は流路中心線を定める従属変数

θ
(
x̃1

)
であり，デカルト座標と河川に沿う座標の関係式 (22)，(23)，(24)を座標として採用しても，実際の河

川形状は未だ定まっていない点である．従って，座標形状を一意に定める従属変数 θ
(
x̃1

)
を任意関数として，

Fig. 2 河川形状に適合する直交曲線座標系の設定図 (1) Fig. 3 河川形状に適合する直交曲線座標系の設定図 (2)

― 39―



山田拓也　　山田　正

座標間関係式 (22)，(23)，(24)を用いて座標変換を行うことで, 座標変換後の方程式は,座標系の設定をも方
程式中に含んだ極めて一般的な方程式となる．実際の座標系を確定するためには座標変換後の方程式中の変数

θ
(
x̃1

)
に, 解析を行う河川形状に合う関数を代入すればよい．

以下に，デカルト座標と河川に沿う座標系の関係式 (22)，(23)，(24)を用いて座標変換を行う場合の計量テ
ンソル及びクリストフェル記号の値を示す．

G̃jm =

⎛
⎜⎝

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2
0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎟⎠ (92)

また，共変計量テンソルは反変形量テンソルの逆テンソルとして次のように表される．

G̃j l =

⎛
⎜⎜⎝

1

(1−x̃2 dθ
dx̃1 )2 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ (93)

さらに，G̃jm の行列式を Gとおくと

G̃ =
∣∣∣G̃ij

∣∣∣
=

∣∣∣∣∂xm

∂x̃i

∂xm

∂x̃j

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∂xm

∂x̃i

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2
0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2

(94)

となる．座標変換におけるヤコビアン J は G̃を用いて次のように表すことができる．

J =
√

G̃ =
(

1 − x̃2 dθ

dx̃1

)
(95)

次にクリストフェル記号 Γ̃s
ml を求める．デカルト座標系から河川に沿う座標系への変換におけるクリスト

フェル記号の成分を示す．

Γ̃1
ml =

⎛
⎜⎜⎜⎝

x̃2 d2θ
dx̃12

1−x̃2 dθ
dx̃1

−
dθ

dx̃1

1−x̃2 dθ
dx̃1

0

−
dθ

dx̃1

1−x̃2 dθ
dx̃1

0 0

0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ (96)

Γ̃2
ml =

⎛
⎜⎝

dθ
dx̃1 − x̃2

(
dθ
dx̃1

)2
0 0

0 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎠ (97)
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Γ̃3
ml =

⎛
⎜⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎠ (98)

以上でテンソルを用いてデカルト座標系から河川に沿う座標系への座標変換を行う際に用いる共変計量テンソ

ル，反変計量テンソル及びクリストフェル記号を求めた．依然として，河川に沿う座標の形状を一意に定める

ために用いる流路中心線は，流路中心線を定める変数 θ
(
x̃1

)
が任意関数の形を保っているために定まっていな

いことに注意する．

5.2 任意の河川形状に沿う座標系におけるNS方程式の導出
座標形状を定める変数 θ

(
x̃1

)
を任意関数として，河川形状に沿う座標系におけるNS方程式を導出する．NS

方程式を導出するにあたっては，一般化座標系の NS方程式 (70)，連続式 (71)，デカルト座標系と河川に沿
う座標系の関係式 (22)，(23)，(24)，反変計量テンソル (32)及び共変計量テンソル (33)，クリストフェル記
号 (36)，(37)，(38)を用いる．座標変換後の河川形状に沿う座標系におけるNS方程式を式 (39)，(40)，(41)
に，連続式を (42)に示す．ただし，NS方程式 (70)及び連続式 (71)中の流速のテンソル成分 ũi は式 (48)を
用いて，式 (39)，(40)，(41)，(42)中では物理成分 ui に変換されている．この様にしてテンソル解析を用い

て導出した物理成分表記の河川に沿う直交曲線座標系における NS方程式を以下に示す．

∂u1

∂t
+

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1

u1 ∂u1

∂x̃1
+ u2 ∂u1

∂x̃2
+ u3 ∂u1

∂x̃3

−u1u2

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1
dθ

dx̃1
− g cos θ sin α

−
(

1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1 1
ρ

∂p

∂x̃1
− μ

ρ

{
− u1

(
dθ
dx̃1

)2

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2

− u2 d2θ
dx̃12(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)3 +
x̃2 d2θ

dx̃12(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)3

∂u1

∂x̃1

−
dθ
dx̃1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

) ∂u1

∂x̃2
− 2 dθ

dx̃1(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2

∂u2

∂x̃1

+
1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)2

∂2u1

∂x̃12
+

∂2u1

∂x̃22
+

∂2u1

∂x̃32

}
= 0 (99)

∂u2

∂t
+

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1

u1 ∂u2

∂x̃1
+ u2 ∂u2

∂x̃2
+ u3 ∂u2

∂x̃3

− (
u1

)2
(

1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1
dθ

dx̃1
+ g sin θ sin α

+
1
ρ

∂p

∂x̃2
− μ

ρ

{
− u2

(
dθ
dx̃1

)2

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)2 +
u1 d2θ

dx̃12(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)3

+
∂2u2

∂x̃22
+

2 dθ
dx̃1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)2

∂u1

∂x̃1
+

∂2u2

∂x̃32

−
dθ
dx̃1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

) ∂u2

∂x̃2
+

x̃2 d2θ
dx̃12(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)3

∂u2

∂x̃1

+
1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

) ∂2u2

∂x̃12

}
= 0 (100)
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∂u3

∂t
+

(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)−1

ũ1 ∂u3

∂x̃1
+ u2 ∂u3

∂x̃2
+ u3 ∂u3

∂x̃3

+g cos α +
1
ρ

∂p

∂x̃3
− μ

ρ

{
∂2u3

∂x̃32
+

∂2u3

∂x̃22

−
dθ
dx̃1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

) ∂u3

∂x̃2
+

x̃2 d2θ
dx̃12(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)3

∂u3

∂x̃1

+
1(

1 − x̃2 dθ
dx̃1

)2

∂2u3

∂x̃12

}
= 0 (101)

∂u1

∂x̃1
+

∂

∂x̃2

{(
1 − x̃2 dθ

dx̃1

)
u2

}

+
(

1 − x̃2 dθ

dx̃1

)
∂u3

∂x̃3
= 0 (102)

従って，式 (39)，(40)，(41)，(42)において，任意の河川の形状を座標系として採用する場合には，河川の流
路中心線と谷線のなす角 θを場所の関数として与えることにより，座標系を一意に定めることができ，任意の

河川形状を座標系として取り込んだ NS方程式及び連続式を得ることが可能である．

6 まとめ

本研究で得られた知見およびまとめを以下に示す．

(1) 本研究では，ベクトル表記の方程式をテンソル表記の方程式に変換し，テンソル解析を用いて座標系を変
換し，最後にテンソル成分から物理成分へと変換する一連の座標変換手順について詳細に記載し，本論文のみ

で座標変換に際して実質的に必要なテンソル解析の知識を習得できるようにまとめている．

(2) 重力加速度項の座標変換手法において，重力ポテンシャルの考え方を用いることで，従来の重力加速度の
座標変換手法と本質的に同じ結果を出力するが，計算が非常に簡易である計算手法を導いた．

(3) テンソル解析を用いて，デカルト座標系における NS方程式を河川に沿う直交曲線座標系へと座標変換し，
河川に沿う直交曲線座標系における NS方程式を導出した．
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