
経済学論纂（中央大学）第60巻第 3・ 4合併号（2020年 1 月）� 39

秩序にもとづく都市圏における正方形の都市の構造

神　頭　広　好

Ⅰ　は じ め に
Ⅱ　秩序ある正方形都市の形成
1．北方向および東方向へ道路に沿って発展する正方形都市モデル
2．北方向，東方向および北東（ここでは対角線）方向に沿って発展する正方形都市モデル
3．都市の建物の階数とランク・サイズの法則

Ⅲ　お わ り に

Ⅰ　は じ め に

ジップの法則さらにはそれにもとづくランク・サイズの法則を都市に応用した研究は，Isard

（1956）によって地域科学としての分野が創立された1960年ころから現在にかけて枚挙にいとまが

ないほど多数あり，ランク・サイズの法則を科学的な根拠から位置付けたものに Simon（1955）が

ある．これについては Krugman（1996）でも触れられている．一方，Simonとは別のアプローチ

で kozu（2019）では格差係数の意味を説明している．幾何学とランク・サイズモデルを応用した

研究はあまり見られず，円形の都市などにランク・サイズの法則を応用した幾何学的研究について

は神頭（2008）がある．最近では Ishikawa（2019）によって都市のランク・サイズについて実証

的な分析が試みられている．

ここでは，まず正方形の都市圏における正方形の都市は，原点を都心としてそこにはすべての企

業が集中しており，都心から人口においてランク・サイズの法則にしたがって，北方向（North）

と東方向（East）に都市が形成されていく場合1）の秩序にもとづく都市化率について考察する．つ

いで北方向，東方向およびその両方向の対角線上にも道路が有する場合の都市の秩序2）ある形成に

ついて分析する．さらに道路の効果および都市形成の秩序による都市圏の形状について考察する．

最後に，建物の階数にランク・サイズモデルを応用することによって CBDの建物階数と都市数と

1）　この場合については，東は西でも構わないし，北は南でも構わないが，図においてプラスの方向にあ
る第 1象限の方がイメージし易いからである．

2）　ここでの秩序とは，ランク・サイズの法則に則っていることを示している．また同時に連続したラン
クで都市が形成されていることを意味する．
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の関係を導く．

Ⅱ　秩序ある正方形都市の形成

1 ．北方向および東方向へ道路に沿って発展する正方形都市モデル

まずモデルの構築に当たり，つぎの諸仮定を設定する．

（ 1）正方形の都市圏における都心は原点にあり，都心部としての CBD（Central�Business�Dis-

trictの略称）には都市圏のすべての企業が集中している．

（ 2）正方形の都市は，CBDからランク・サイズの法則にしたがって，北方向（North）と東方向

（East）に正方形都市が形成されていく．その際，車を考慮して各都市において等間隔の碁盤

の目の道路が建設される．（例えば，後掲図 5を参照）

（ 3）最終的には，空間が余ることから CBDから比較的近いところに最後のランクの都市が形成

される．なお，ここでの CBDはランク 1の都市を示すが，図 1および図 2から 2つのラン

ク 2の都市の重複を避けるためにランク 1の都市面積はランク 2の都市面積と同等である3）．

まず，上記の仮定のもとで，都市の人口は都市のランク・サイズの法則にもとづいているとすれば，

Pn＝� （ 1 ）

で表される．P1はランク 1の都市（CBD）の人口，Pnはランク nの都市の人口をそれぞれ示す．

P1
n2

3 ）　他の解釈としては，CBDは原点を含む 1単位の面積を含み，その他の 3単位の面積は道路および公共
サービスにのみ使われている．

図 1　ランク 2の都市の重複

2

2

1

CBD
出所）筆者作成（図 2から図13も同じ）
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また，都市の人口密度は（ 1）式から，

Dn＝　 ＝� （ 2 ）

で示される．

なお（ 1）式および（ 2）式については，図 3において実線は人口を点線は人口密度をそれぞれ示

しており，P1＝800， 2 ≤ n ≤10の範囲で描かれている．図 3から，人口および人口密度は都市が増

加するにつれて徐々に減少していくが，人口よりも人口密度の方が急に減少する．

まず，モデルを説明するために，以下の 4つの計算式が利用される．

（a）北方向または東方向において形成される都市面積：

Pn

n2
P1
n4

2

21

CBD

図 2　ランク 2の都市の修正

図 3　人口と人口密度のランク・サイズ
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①＋②＋③＋・・・＋ⓝ＝ 1＋22＋32＋・・・＋n2＝

（b）正方形都市圏の一辺の長さ：　　　　＋1

（c）ランク n＋ 1の都市面積は：（n＋1）2

（d）最後のランクの最大の大きさを有する正方形の面積：　　　　�＋1 
2

ここで，都市が形成されることそれ自体が都市化していると仮定すれば，ランクがオーダーとし

ての都市化率 Uは，

U＝　　　     ＝� （ 3 ）

で表される．なお，（ 3）式に n＝ 4を代入することによって図 5の場合の都市化率を求めることが

できる．

（ 3）式は，図 4において 2 ≤ n ≤10の範囲で描かれている．

この図 4から，都市のランクが大きくなるにしたがって，大きな都市圏ほど都市化率が徐々に小

さくなることを示している．

唯一，空き地が残らないケースは，ランク 2の都市が存在するケースのみである．他の場合，正

方形の都市圏は成立するが，都市のランクとしての秩序は最後のランクで失われることになる．
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図 4　都市化率とランク
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（これを「準秩序」と呼ぼう）（n＝ 4の場合の都市の形状については，後掲図 7を参照）

この証明については，ランクの都市の一辺よりも大きい最後のランクの都市一辺の条件から導か

れる．

　　　　 ＋1 －n＞n� （ 4 ）

（ 4 ）式から，

　 （n－2）（n－1）＞ 0 � （ 5 ）

を得る．それゆえ（ 5）式を満たすためには nが自然数であることから， 2＜nでなければならな

い．

これより都市の秩序が変化する可能性は，ランク 3の都市からであることを示唆している．さら

に，ランク 3の都市はランク 4の都市が形成されることによって周辺隙間なく，正方形の都市圏が

そのまま成立する．

この証明については，連続している自然数で二乗和の条件から導かれる．

n2＋（n＋1）2＝（n＋2）2� （ 6 ）

から，

n（n＋1）
2

（
（

⎞
⎠

1
2

注）上図は 2方向のランク 4までの都市とランク 5の 1つの
都市が描かれている．

図 5　ランク 4＋ 1の正方形都市圏
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（n－3）（n＋1）＝ 0 � （ 7 ）

を得る．（ 7）式から nは自然数であることから n＝ 3であり，（ 5）式からランク 3の都市のつぎに

ランク 4の都市が必ず形成されることになる．

大きな都市圏ほど準秩序，すなわち最後の番狂わせが存在する可能性を有しているが，それに

よって周辺隙間ない正方形の都市圏が形成される．これについては，対角線上に交通の整備がなさ

れるならば話は別である．

この場合，上記同様に都市化率は，

U＝� （ 8 ）

で表される．なお，（ 8）式に n＝ 4を代入することによって図 6の場合の都市化率を求めることが

できる．

（ 8）式は 2 ≤ n ≤10の範囲で図 7に描かれている．これについては，ランク 2の都市からランク

4の都市くらいまで都市化率が徐々にではあるが急に高く，それ以降極端ではないが急増傾向にな

ることを示している．

ここで，ランクと時間が比例しているとすれば，すなわち 1単位の正方形を創生するのに 1単位

時間がかかることを示している．これは，ランク nの都市を創生するのに n2単位時間かかること
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図 6　ランク 4＋ 1の正方形都市圏
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を意味する．また都市の開発速度を一定とすれば，正方形の都市圏が形状として完成されるために

は最後のランクの都市は n単位時間において，（n，n）地点から開発する必要がある．ちなみに，

秩序ある正方形の大都市圏が完成するのに要する都市の開発時間 Tは，

T＝� （ 9 ）

である．

準秩序のもとで限界地まで都市が創成されるための都市開発の平均速度 S（以下，都市開発速度）

は，

S＝� （10）

または

S＝2＋� （11）

である．ちなみにランク 1としての CBDの都市開発速度は 3である．

（11）式は 2 ≤ n ≤10の範囲で図 8に描かれている．図 8から都市が増えるにつれて都市開発速度
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図 7　都市化率とランク
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はやや急増しているように見える．

一方，秩序を乱すことなく，形成された正方形都市圏における都市開発速度は，

S＝2＋� （12）

である．ちなみにランク 1としての CBDの開発速度は 6である．

（12）式は 2 ≤ n ≤10の範囲で図 9に描かれている．

総じて，完全に秩序がある都市形成の方が開発速度が 2倍速いことが示されている．
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図 8　都市開発速度とランク
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図 9　都市開発速度とランク
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2 ．北方向，東方向および北東（ここでは対角線）方向に沿って発展する正方形都市モデル

n＝ 4の場合の都市の形状については，図10に描かれている．

対角線に道路が存在する場合の都市化率は，

U＝� （13）
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図11　都市化率とランク
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図10　ランク 4の正方形都市圏
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で表される．なお，（13）式に n＝ 4を代入することによって図10の場合の都市化率を求めることが

できる．これは U ≈ 0.74である．

（13）式は 2 ≤ n ≤10の範囲で図11に描かれている．ランク 2からランク 4くらいまでは都市化率

は急に減少するが，それ以降は徐々に減少する．

ちなみに，都市開発速度は，

S＝�　　　　　　　　　��＝3� （14）

である．この場合，都市開発速度は一定であることを意味する．

3 ．都市の建物の階数とランク・サイズの法則

都市の建物の階数にランク・サイズの法則を応用すると，

hn＝� （15）

で表される．ただし，h1は CBDの建物の階数，hnはランク nの都市の建物の階数をそれぞれ示

す4）．

ここで，最後のランクmの都市の建物の階数は，

hm＝� （16）

で表される．最後の都市は，企業数や人口が少ないために平均的には 1階が多いとすると，

hm＝1� （17）

であり，（17）式と（16）式から，

m2＝h1� （18）

または

m＝　h1� （19）
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4 ）　ここでの建物の階数は，都市における平均階数を意味する．ただし，圏域の研究によっては企業ビ
ル，マンションおよびホテルなどが分析の対象となる。ちなみに観光ホテルについては神頭（2019，第
2章）を参照せよ。
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で表される．

したがって，CBDの建物の階数が分かれば，都市圏の都市の数が分かることになる．

例えば，CBDの建物の階数を16とすると，直線上にある都市の数は 4である．正方形の対角線

が交わるところに CBDが位置すれば，第 1象限だけの総都市数は 4＊（ 3＊ 4－ 2）＝40である．

ただし，ここでの CBDの面積は 4倍になる．

また，時間は平等に配分されるとすれば，正方形の 1単位の長さを 1単位時間に換算すると，言

わば時間を遡ると，最後のランクの都市は都市圏の形状を決定するために，都市のランクと CBD

の建物の階数との関係は，

h1＝� （20）

で表される．（20）式の mに 1を代入すると，ランク 1としての CBDの建物の階数は h1＝ 4 であ

ることから 4階である．図12は（20）式について 1 ≤ m ≤ 4 の範囲で描かれている．図12では都市

の数が多い都市圏の CBDほど建物の階数が急になることを示唆している．

同様に，大都市圏を円形とすると，ランク・サイズの法則は，

hn＝� （21）

で表される．それゆえ総都市数は上記同様に計算すると，

m＝� （22）

である．（22）式から，正方形の都市圏の CBDよりも円形の都市圏の CBDの方が建物の高さはπ
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図12　CBD建物階数とランク
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で除した分だけ低くなる．このことは，秩序が保たれているならば交通網が対称的に整備されてい

ると集積の経済を代表する建物の階数が大きくなることを示唆している．

ちなみに，CBDの建物階数にもとづく一般のランク・サイズの法則は，

hn＝� （23）

で表される．都市圏における最後のランクの都市の建物階数を 1階とすれば（23）式から，

m＝h1�� （24）

が導かれる．これは階数に格差αが大きいほど都市圏における都市数が少ないことを示唆してい

る．

図13は，（23）式について h1＝100，α＝ 3（点線）およびα＝ 2（実線）で描かれている．

これについては，日本における都市規模格差のない首都圏と都市規模格差のある地方都市圏の違

いを説明しているように見える．

Ⅲ　お わ り に

正方形をベースにした秩序ある 2方向発展ケースでは，大都市圏ほど都市化率が徐々に低くな

り，都市の開発速度も徐々に小さくなる．ちなみに CBDの開発速度は 3である．また準秩序ある

2方向発展のケースでは，大都市圏ほどランク 4の都市から都市化率は徐々に高くなり，都市の開

h1
nα

1
α

図13　格差係数による建物階数とランク
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発速度は急増する．ちなみに CBDの開発速度は 6である．一方秩序ある 3方向発展ケースでは，

大都市圏ほどランク 3の都市から都市化率は徐々に低くなり，都市開発速度は 3である．ちなみに

CBDの開発速度も 3である．

これらのことから，CBDの開発速度は秩序があるケースでは 3であるが，準秩序の CBDのそ

れは 6であり，都市化率は最終的に高くなる都市圏の CBDほど高いことを物語っている．また対

称性を有する交通が整備されている空間において，都市開発速度が一定の 3であることから，例え

ば道路の存在が開発を安定させる作用があると考察される．

最後に，ランク・サイズの法則を正方形の都市圏に応用すると，CBDの建物の階数が時間にお

いて 4階になること，大きな都市圏ほど CBDの建物の階数がより大きくなることが分かった．

今後は幾何学を踏まえて，建物の高さを集積の経済の大きさとした場合，空間から計算される

CBDの集積の経済と時間を遡ることによる集積の経済を比較することが可能なモデルを構築する

ことが課題として残される．
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