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abstract

本論文では，多チャネル二次Volterra型適応フィルタについて理論解析を行ない，数値的に安定な高速RLS

算法を提案する．提案算法の演算量は LMS法と同じ O(N2)で実現される．計算機シミュレーションによっ

て提案手法の有効性を検証する．

1 はじめに

近年では，Volterra型非線形適応フィルタ (以下，Volterra ADF) は他の非線形適応フィルタ，例えば多

層ニューラルネットワークなど極小誤差点収束問題が存在するシステムに比べて実用上の利点が注目され，エ

コーキャンセラやノイズキャンセラ，自動等化器などの非線形システムへ応用されている [1]．

しかしながら，文献 [3]では，単一時系列入力が正規分布に従うとき、二次Volterra ADF の誤差曲面は特

殊な，かつ，自明でない幾何学的形状を持つことを示している．つまり，一方向にのみ非常に急峻で，他方向

には相対的に平坦であり，二次Volterra ADFの一次タップ数をNとすると，最急峻方向の曲率の大きさは他

方向の曲率のO(N)倍である．

本論文では，まず正規分布の多チャネル入力の場合においても，誤差曲面が同様な幾何学特徴を持つことを

示す．特に，無相関な多チャネル入力においては，自己相関行列の完全な解析を行う．これらの理論解析は，

文献 [3]の結果をさらに一般化している．

誤差曲面のこの特徴は，Volterra ADFに通常の勾配型適応更新法を用いた場合の不安定さの原因となる．

更に，収束を保証するためには急峻方向でオーバーシュートしないようにごく小さな更新幅で更新する必要が

あり，この場合，収束特性の遅さは避けられない．一方，Newton-Raphson法や最小二乗法などの，高速の

収束特性を得られる算法を用いた場合，二次Volterra ADFではN2 × N2 の入力相関行列の逆行列演算を要

し，安定なRLS法によって逐次更新する場合，演算量はO(N5)となる．従って，これらの高速算法を実時間

処理に適用することは困難と思われる．

本論文では，有相関多チャネル入力信号に対して，LMS法と同じ演算量で厳密なRLS法を実現する適応算

法を提案する．まず，無相関入力信号に対する高速算法を示す．本手法は，無相関入力信号の入力相関行列に

対しての完全な固有解析に基づいており，[5]の方法を一般化している．この高速算法の演算量は LMSと同様

に重み係数の数の線形オーダー，即ち O(N2) である．さらに，有相関入力信号の無相関化操作により，無相

関入力に対する高速算法を有相関入力信号に対して適用する．この場合，無相関化操作には線形項に対しての

み必要であるため，線形ADFにおけるRLS法と同様なO(N2)の演算量を必要とし，したがって，算法の総
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演算量はO(N2)である．これらの提案算法に関して，コンピュータシミュレーションによる評価を行う．

単一時系列入力に対して，RLS法のオーダO(N2)の高速算法としては，Fast Kalmanや Fast Transversal

Lattice法などが考えられるが，数値計算誤差と雑音に影響されやすく，不安定であることが知られている．こ

れは，自己相関の強い即ち条件数の大きい相関行列の逆行列を逐次的に求めるという，本質的に不安定な操作

を避けられないためである．一方，提案手法は，より一般的な多チャネル入力信号に対して，入力相関行列の

理論解析より得られた事前情報を用いているため，その逆行列を求める必要はない．また，入力信号に対して

無相関化操作と組合せた二つの安定手法を用いているため，入力信号の自己相関の強弱及び雑音や計算誤差に

よらず，ロバストである．

従来，単一時系列入力に対しては，線形適応フィルタにおいても，入力信号の白色化は行われており，この

操作は勾配型の適応算法の収束を高速化に直接寄与することが知られている．これは，線形フィルタの誤差曲

面が白色入力信号時には完全に等曲率二次超曲面である，すなわち，入力相関行列が入力信号の分散で定数倍

された単位行列であるという性質による．そのような誤差曲面に対して，勾配型適応算法は，最も安定で早い

収束を実現することができる．一方，有色入力の場合は，誤差曲面は各方向上に異なる曲率を持ち，その歪み

が勾配型適応算法の高速収束の障害となる．その意味で，RLS法は，白色化操作と等価的に，誤差曲面を正規

化してから勾配法を適用していると見なすこともできる．しかし，その演算量が多いため，一般に線形フィル

タの場合は，厳密ではない簡易な白色化操作を用いることで，勾配法と同オーダの演算量で近似的な RLS 法

を実現している．

しかし，二次Volterra ADFの場合は，白色入力の場合でも入力相関行列は対角行列ではなく，誤差曲面の

幾何学的形状は自明ではない．したがって，例え厳密な白色化を行っても，直接収束の高速化には結びつかな

い．実際，文献 [2]においても白色化操作を行っているが，その目的は，入力相関行列をブロック対角化する

ことで，RLS法における逆行列の演算量を削減することである．その結果，RLS法の計算は高速化されるも

のの，そのオーダは依然O(N5)を要している．一方，提案手法では，二次 Volterra ADFにおける白色入力

信号の入力相関行列の固有値と固有ベクトルを完全に求めたことで，白色入力信号に対する RLS法は，勾配

法と同様な演算量で実現できる．更に，有色入力の場合，入力信号の線形項に対してのみ白色化すればよいた

め，厳密な白色化操作を用いても，その演算量は，勾配法の適応更新の演算量と同程度である．したがって，

提案手法全体として勾配法と同演算量で，近似ではなく厳密に RLS法を実現することができる．

2 二次Volterra ADF

二次 Volterra ADFの線形項の数をN とし，N 個の時系列からなる入力信号ベクトル xを，

xn = [x1(n), x2(n), · · · , xN (n)]T

と記する．特に，その成分が，ある単一時系列入力 xn の過去値からなる場合は，入力信号は，xn =

[xn, xn−1, · · · , xn−N+1]
T となる．また二次項を含めた全入力信号ベクトルXn はN(N + 1)次元で，

Xn = [xn, x⊗2
n ]T

= (x1(n), ..., xN (n), x2
1(n), x1(n)x2(n), ..., x2

N (n))T

とする．ここで、A, B のテンソル積は，A ⊗ B = (aijB)と定義される．入力信号はガウス分布のような

対称分布に従うとき，奇数次モーメントが零となるため，Xn の入力相関行列Rxx は，Rxx = E[xnxT
n ] =

R
(1)
xx , R

(2)
xx = E(x⊗2(x⊗2)T )とすると，

Rxx = E[XnXn
T ] =

[
R

(1)
xx O

O R
(2)
xx

]
(3.1)

となる．
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二次 Volterra級数展開による推定系の出力を，yn = W T
nXn，あるいは

yn =
N∑

i=1

wi(n)xi(n) +
N∑

i=1

N∑
j=1

wij(n)xi(n)xj(n).

未知系の出力 dn と推定系の出力 yn の出力誤差を en とし，W を最適な重み係数ベクトル，σ2
noise を出力に

おける観測雑音の分散とすると，二乗平均誤差関数 E(e2
n)は，

E(e2
n) = (W − W n)T Rxx(W − W n) + σ2

noise

となる．これは主軸と主曲率がそれぞれ入力相関行列Rxx の固有ベクトルと固有値に対応した，下凸な二次

超曲面をあらわす．

3 誤差曲面の幾何学特徴

　
定理 1 正規分布に従う入力信号の自己相関行列R

(2)
xx の固有値 λk(R

(2)
xx ) は次の上下界を持つ．

max{β1, ζ} ≤ λ1(R
(2)
xx ) ≤ 2λ2

1(R
(1)
xx ) + α

但し α = γγ =
N∑

i=1

rT
i ri =

N∑
j=1

r2
ii + 2

N∑
i<j

r2
ij ,

ζ = λN (R(1)
xx ) + α,

βi =

{
2λi(R

(1)
xx ⊗ R

(1)
xx ), i ≤ N2

0, i > N2.

k = 2, · · · , N2 については

βk ≤ λk(R(2)
xx ) ≤ min{βk + α, βk−1, · · · , β1}.

証明：まず，一次自己相関行列Rxx = (r1 · · ·rN ) とする．つまり

ri = (r1i, r2i, ..., rNi)
T

をRxx =の列（行）ベクトルとする．

正規分布に従う確率変数の４次相関の次の性質

E[x1x2x3x4] = E[x1x2]E[x3x4] + E[x1x3]E[x2x4] + E[x1x4]E[x2x3].

を利用して，二次自己相関行列R
(2)
xx を，次のような分解を行う．

R(2)
xx = A + B + C

A = Rxx ⊗ Rxx, B = [rir
T
j ] C = [rjr

T
i ],

Aについては，{λk(Rxx ⊗ Rxx)} = {λi(Rxx)λj(Rxx)}より，その固有値を求めることができる．
Bについては，

B = γγT

γ = column(Rxx) = (rT
1 rT

2 · · ·rT
N )T
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より，

λ1(B) = γT γ =
N∑

i=1

r2
ii + 2

N∑
i,j

r2
ij

λk(B) = 0, k = 2, · · · , N2．

その非ゼロの固有値に対応する固有ベクトルは γ であることがわかる．

C については，

補助定理 1

C = P (Rxx ⊗ Rxx) = (Rxx ⊗ Rxx)P

但し，P は次のように互換分解できる置換行列．

P =

N−1∏
j=1

N∏
i=j+1

((j − 1)N + i, (i − 1)N + j)

これらの互換の数は
∑N−1

j=1 j = N(N−1)
2 である．

（証明略）

補助定理 2 ( [3] 付録定理 3) 行列P Aは，Aと同じ固有ベクトルを持ち，その固有値は，

λi(P A) = ±λi(A),

特に，互換と同じ数のN(N − 1)/2個の固有値が負の符号を持つ．

ここで，A = Rxx ⊗ Rxx = V ΛV T とすると，

A + C = V Λ(I − S)V T .

但し，S = diag{si} si はP の固有値とする．従って，si の符号によって

λi(A + C) = 2λi(Rxx ⊗ Rxx) or 0

ここで，N(N − 1)/2個のゼロの固有値があることがわかる．

以上の結果と [3]の Lemma 1を用いることにより，定理を証明できる。 �
Remark: α = O(N)βk, k = 1, ..., N2 より，或いはもし βk + α > βk−1 ならば，

βk ≤ λk(R(2)
xx ) ≤ βk−1, k = 2, ..., N2

つまり最大固有値 λmax = O(N) λk, k > 1となり，従って二次Volterra ADFの誤差曲面は，常に最大固有

値の固有ベクトルφ1 方向には非常に急峻で，他方向には相対的に平坦である．

4 無相関入力時の解析

σi を分散とする無相関な入力信号 xi を考える．

まずN 次元ベクトル

σ := (σ2
1, ..., σ2

N )T , 1 := (1, 1, ..., 1)T

and an N × N matrix

Σ := diag[σ2
1 , ..., σ2

N ]

を定義する．さらに，(t−1)N+t番の成分だけが1で，ほかはすべてゼロであるN2次元ベクトルut, t = 1, ..., N

とN2 × N 行列 U を定義する．

– 24 –



多チャネル二次 Volterra 型非線形適応フィルタの理論解析と高速 RLS型適応算法

ut := (0, · · · 0, 1, 0, · · · 0)T ,
↑︷ ︸︸ ︷

(t−1)N+t

U := [u1, ..., uN ],

定理 2 二次Volterra ADFに対して分散 σ2
i の無相関な信号を入力した場合の，入力相関行列R

(2)
xx の各固

有値 λk と固有ベクトルφk は以下の三つの部分集合からなる．

(1) k = 1, ..., N に対して，λk は N × N 行列

σσT + 2Σ2 = Σ(11T + 2I)Σ.

の固有値に等しい．この行列の固有ベクトルを ck とすると，λk に対応するφk は

φk = Uck.

(2) j = 1, ..., N − 1, i = j + 1, ..., N に対しては，λij = 2σ2
i σ2

j，その固有ベクトルφij は置換行列 P の固

有値 1を持つ固有ベクトルに等しい．

φij = 1√
2
(0 · · · 0, 1, 0, · · · 0, 1, 0, · · · 0)

↑ ↑︷ ︸︸ ︷
(j−1)N+i

︷ ︸︸ ︷
(i−1)N+j

その数は (N2 − N)/2である．

(3) l = 1, ..., N − 1, m = l + 1, ..., N に対しては，λml = 0，その固有ベクトル φml は置換行列 P の固有

値 −1を持つ固有ベクトルに等しい．

φml = 1√
2
( 0, 1, 0, · · · 0, −1, 0, · · · 0)

↑ ↑︷ ︸︸ ︷
(m−1)N+l

︷ ︸︸ ︷
(l−1)N+m

その数も (N2 − N)/2である．

証明：定理により，R
(2)
xx = A + B + C となる．ここでは，

A + C = diag{σ2
i } ⊗ diag{σ2

j }(IN2 + P )

但し IN2 は N2 × N2 単位行列とする．

B = γγT

γ = (σ2
kδl,(k−1)N+k, k = 1, · · · , N)T

より，A + C とBの不変部分空間は，互いに直交補空間となる．以下では，その二つの不変部分空間上の固

有ベクトルについて考える．

まず，A + C の不変部分空間は，基底ut, t = 1, ..., N を持つ．従って，この部分空間上の固有ベクトルは

φk =
N∑

t=1

ctut = Uc,

と表すことができる．

ut が (t − 1)N + t番以外の成分はゼロであるため，対角行列

D := diag{σ2
i } ⊗ diag{σ2

j },
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の (t − 1)N + t番要素 σ4
t のみが　ut, t = 1, ..., N に作用することがわかる．

Dut = σ4
t ut or DU = Udiag{σ4

t }

R(2)
x = γγT + D(I + P ) = UσσT UT + D(I + P )

の固有ベクトル φk は次の関係式を満たす．

λφk = R(2)
x φk = UσσT UT Uc + 2Dφk

= UσσT c + 2DUc

= U(σσT + 2diag{σ4
t })c

= λUc

UT U = IN を利用すると，N2 × N2 の行列R
(2)
xx の固有値 λk と固有ベクトルφk は， N × N 行列

Γ := σσT + 2Σ2, where Σ := diag{σ2
t }

の固有値 λi(Γ)と，Γの固有ベクトル ci から求めることができる．具体的に，λk = λk(Γ), φk = Uck.

次に，A + C の不変部分空間を考える，その定義より，定理に示した互換の固有ベクトルであることが証明

できる．従って，この空間上の固有ベクトルは皆P の固有値±1の固有ベクトルであることがわかる． �

5 無相関入力信号における高速算法

無相関入力信号に対して，入力相関行列とその逆行列を完全に求められるため，その場合の RLS法が次の

ように実現できる．Φは固有ベクトルφi を列ベクトルとする行列として，入力相関行列をRxx = ΦΛΦT

とすると，重み係数ベクトルの適応更新式は次のように RLS法によって行える．

W n+1 = W n + µenΦΛ−1ΦT Xn

ここでは，対称性を保つために定義された入力信号ベクトルに対して，全入力信号の自己相関行列がフルラ

ンクではない．また，無相関入力でない場合においても，相関行列の固有分解が求められたとき，以下のよう

に RLS法の数値的安定化を図ることができる．

ここで，入力信号の次元を Lとすると，

Φ = [φ1, · · · , φL], Λ = diag(λ1, · · · , λL)

固有値は，大きい順で並んでいるとして，λi �= 0, i ≤ M となるM 番目以降の小さいものを無視するとき，

二乗平均誤差関数 E(e2
n)は，以下のようになる．

E(e2
n) = (W n − W )T ΦΛΦT (W n − W ) + σ2

noise

= (W n − W )T [φ1, · · · , φM ]


 λ1

. . .
λM




[φ1, · · · , φM ]T (W n − W ) + σ2
noise

= (W n − W )T ΦMΛMΦT
M (W n − W ) + σ2

noise

ここでは，

ΦM = [φ1, · · · , φM ]
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W n のφi の成分は，

W i
n =

φT
i W n

φT
i φi

,

と定義し，i > M の成分は，二乗平均誤差に対して貢献していないことがわかる．一方，これらの成長は出力

誤差によって抑制することができなく雑音の影響で発散する可能性もある．ここで，W i
n = 0, i > M と固定

することでこの問題を解決する．

よって，重み係数ベクトルは，入力信号の張る部分空間に制限されて，以下のように書くことができる．

W n =
M∑

i=1

W i
nφi =: W M

n

または，

W M
n = ΦM (ΦT

MW )

となり，重み係数ベクトルW M
n の更新は，

W i
n+1 =

φT
i W n

φT
i φi

+ µ
1

λi
enχi

n, 0 ≤ i ≤ M

とすることができ，安定化と演算量を削減することができる．ここでは，Xn のφi の成分は，

χi
n =

φT
i Xn

φT
i φi

と定義される．

実際には，RLS法は入力相関行列R−1
xx を推定し，その逆行列を計算する必要があるので，雑音や推定誤差

がもたらす収束特性の劣化は必ず存在する．しかし，提案手法では事前の理論解析から得られた正確な固有値

と固有ベクトルを用いているため，常に雑音と誤差に影響されない最適な更新幅と更新方向を保証できる．し

たがって，提案手法は RLS法より高速で安定な収束が期待できる．

特に，固有ベクトルの成分はスパースであるため，内積演算や重み係数ベクトルの射影演算は，実質上選択

操作のみであり，演算量はほとんどかからない．したがって，提案手法の演算量は LMS法と同様にO(N2)で

ある．

6 有相関入力信号に対する高速算法

無相関入力信号時の入力相関行列と誤差曲面の幾何学的形状は入力に依存せず一意に定まっているが，有相

関入力信号時には入力に依存するので，入力毎に推定の必要がある．しかし，固有値と固有ベクトルを実時間

で求めるのは困難であるため，最適な更新方向と更新幅を直接求めることはできない．そこで，実時間で容易

にできる線形項のみの無相関化操作を行なうことで，入力相関行列と誤差曲面を正規型 (無相関入力時)に帰着

して，RLS法を実現する．

無相関化フィルタとしては，Gram-Schmit直交化の操作を用いる．特に単一時系列入力の場合は，格子型

(Lattice)フィルタ，線形予測器，あるいは離散コサイン変換 (DCT)などが考えられる．厳密な無相関化或い

は白色化を行うときは，厳密なRLS法が実現できる．一方，近似的な無相関化或いは白色化を用いても，十分

な高速化を図ることができる．例えば，白色化に Latticeフィルタを用いる場合に必要な演算量は，RLS型

Latticeならば O(N2)であるが，一般的な勾配型更新の Latticeならば O(N)となる．本算法では，白色化

操作は一次項に対応する入力信号 xn に対してのみ行なうので，厳密あるいは近似的な白色化のいずれを用い

ても，本算法の総演算量はO(N2) 以下である．

また，RLS法は，収束が早いが，数値的に不安定になりやすいことが知られている．以下では，O(N2)の

計算量で，白色化操作を行うと同時に，安定化も図れる高速な RLS 法を示す．
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以下の解析は，RLS型あるいは勾配型などの白色化手法にも適用されるが，ここでは，RLS型アルゴリズ

ムに用いる記号を用いることにする．

まず，入力信号を長さ S のスライディング窓を用いて

xT
n = (xn, xn−1, · · · , xn−S+1)

と定義すると，2節で定義した入力の線形部分 xn は，N × S の入力行列

Xn = [xn, xn−1, · · · , xn−N+1]
T =




xT
n

xT
n−1

...

xT
n−N+1




に置き換えられる．N × N の入力相関行列は，(3.1)式で表される．

Rxx = XnX
T
n =



xT
n xn xT

n xn−1 · · · xT
n xn−N+1

xT
n−1xn xT

n−1xn−1 · · · xT
n−1xn−N+1

.

.

.

.

.

.
. . .

.

.

.
xT

n−N+1xn xT
n−N+1xn−1 · · · xT

n−N+1xn−N+1




ここで，入力信号は lattice filter等によって白色化されるとする．まず，xn−j+1, · · · , xn を用いた xn−j

のいわゆる後向き予測誤差を

eb
j(n) = (eb

j(n), eb
j(n − 1), · · · , eb

j(n − S + 1))T = Xnb

eb
j(n) = xn−j −

j∑
k=1

bkxn−j−k, eb
0(n) = xn

と定義すると，後ろ向き予測ベクトル eb
n は N × S 行列

Eb
n = [eb

0(n), eb
1(n), · · · , eb

N (n)]T =




ebT
0 (n)

ebT
1 (n)

...

ebT
N (n)




と定義される．それは，Xn から Gram-Schmidt直交化によって得られる．あるいは，線形変換 T

Eb
n = TXn

によって表される．後ろ向き予測誤差の相関行列は

Rb = Eb
n(Eb

n)T

=




ebT
0 eb

0 ebT
0 eb

1 · · · ebT
0 eb

N

ebT
1 eb

0 ebT
1 eb

1 · · · ebT
1 eb

N

...
...

. . .
...

ebT
N eb

0 ebT
N eb

1 · · · ebT
N eb

N




=




ebT
0 e0 0 · · · 0

0 ebT
1 e1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ebT
N eN




= TXnXT
n T T = TRxxT T
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Rxx = XnXT
n = T−1EbE

T
b T−T = T−1RbT

−T

実際に，‖eb
M+1‖ ≤ ε, とすれば，入力信号ベクトルを N 次元から M 次元へ削減できる．

Xn = [xn, xn−1, · · · , xn−M+1]
T =




xT
n

xT
n−1

...

xT
n−M+1




この次元の削減された信号に対して，上記処理を行えば良い．実際に，lattice filter(RLSあるいは勾配型)を
用いたとき，その後向き予測誤差を

Eb
n = [eb

0(n), eb
1(n), · · · , eb

M (n)]T =




ebT
0 (n)

ebT
1 (n)

...

ebT
M (n)




正規化したもの入力とすれば，白色信号に対する RLSアルゴリズムを適用すればよい．
以上より，白色化をすることにより，演算量の削減と数値的な安定化を得ることができる．
上記固有ベクトル成分の分解と白色化の操作を用いて，以下の更新アルゴリズムが得られる．

前章の解析によると，Rb = ΦΛΦT , S 次元出力ベクトルを yn = EbT
n W とし，同次元の希望出力ベクト

ルを dn

dn = (dn, dn−1, ..., dn−S+1)
T

とすると，出力の二乗誤差は

(dn − yn)T (dn − yn)

= (W − W n)T Eb
nEbT

n (W − W n)

= (W − W n)T Rb(W − W n)

= (W − W n)T ΦΛΦT (W − W n)

2(dn − yn) = 2Rb(W − W n)

Fast RLS algorithm

W n+1 = W n + µR−1
b (dn − yn)

W n+1 = W n + µΦΛ−1ΦT (dn − yn)

上記アルゴリズムの演算は，LMS法と同様で，O(N2)である．

7 計算機シミュレーション

提案手法を有効性を確認するため計算機シミュレーションを行なった．Volterra ADFの一次タップ数Nを
20，二次タップ数を 210とした．一次項を考えず、入力信号 xi(n) は分散 1の白色Gaussian信号を用いた．
ステップサイズについては提案手法では 0.003、NLMS法では 0.1とした．観測雑音は SN比-20[dB]とする．
図 1のシミュレーションカーブは独立した 30回の収束特性の平均である．

8 むすび

本論文では，多チャネル入力に対して，二次Volterra ADFの理論解析を行い，その適応推定問題は悪条件
であることを示した．さらに，LMS法と同じ演算量の Volterra ADFの高速 RLS法を提案した．提案手法
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図 1 収束特性シミュレーション結果

は，有色入力信号時には，O(N2)で実現される入力信号の無相関化処理を行うことにより，RLS法の数値安
定化も可能となる。RLS法のO(N5)の演算量に対して, 提案手法の無相関入力信号と有相関入力信号におけ
る総演算量は，いずれもO(N2)である．
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