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In the field of computer graphics (CG), some adaptive methods have been proposed in order to make CG images 

more real in relatively low computational cost. As one of such adaptive methods, in this paper, an adaptive 

oversampling ray tracing algorithm will be proposed in the use of the automatic differentiation, which can 

detect edges of shapes and textures. By the method, each pixel is determined whether the pixel may include the 

edges or not by tracing a ray through its center. Then at the only pixels, which may have the edges, additional 

rays are defined and distributed in order to make the anti-aliasing. The method makes the conventional 

distributed ray tracing adaptive and more efficiently. 

１ はじめに 

 近年，コンピュータ・グラフィックスは，表現可能な対象物の増加，画質の向上などにより様々な分野で用

いられている．その中でレイトレーシング法（視線追跡法）[1]は，陰面消去法としてその理屈が単純であり，

陰影と影付け法，鏡面や透明感の表現法，ならびにテクスチャマッピングとの親和性もよく，さらに様々なモ

デリング法にも容易に適用可能であることから広く利用されている手法である．レイトレーシング法において

通常レイ（視線）はそれぞれのピクセルに対して視点から放射される．このとき，ピクセルの数は有限であり，

さらにレイは原理上太さ０の直線であるため，それぞれのレイに対応する交点は点在することになる．すなわ

ち，レイは面積を有するピクセルに到達する全ての光を追跡していない．それぞれのピクセルには，本来ピク

セル全体を通して見える色全てを寄与させる必要があるが，レイが交わった物体上の一点のみが与えられる．

このため，該当レイと隣接レイとの間に存在する物体や微小領域における色の変化を計算できない．この結果，

レイによる標本化不足がギザギザやモザイク模様として現れることが多い（Fig.1）．このような現象をエイリ

アシング（aliasing）[2]といい，それを取り除こうとする手法をアンチエイリアシング（anti-aliasing）と呼

ぶ． 
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Fig.1: Aliasing effect 
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 アンチエイリアシングは通常画像を平滑化する（ぼかす），または１ピクセル毎のレイの数を増やす（オー

バーサンプリング）ことで行われる[2]．平滑化による手法は，ある種のフィルタを用いてあるピクセルをその

周りの色と少しずつ混ぜあわせることによって色の変化を滑らかにするものである．しかし，３次元空間中の

形状・色情報が２次元画像情報に変換されているため，物体形状などの情報が既に失われている．このため，

適切なフィルタリングが難しく，形状の輪郭がぼやけるなどの問題点もある． 

 また，標本化数を増やすオーバーサンプリング[3]は，１ピクセルあたり複数のレイを放射し，それぞれのレ

イ毎に算出した色の平均をそのピクセルの色とする手法である．レイを増加させることにより，より多くの情

報を画像に反映できる．しかし，オーバーサンプリングは計算量の増加を伴う．このため，全てのピクセルに

対してオーバーサンプリングを行うと，その必要のないピクセルに対する計算は冗長である．そこで，１本の

レイで追跡した結果により生成された輝度値を用いてオーバーサンプリングの必要性を判断し選択的に適用す

る手法が提案されている[4]．しかし，最初に計算するピクセル数によって情報量が制限されてしまうため，最

初の計算によって欠落した（小物体などの）情報を反映できない場合がある．また，階層的にサンプリング数

を増やす手法（プログレッシブ・リファインメント[5]）を用いても，同じ輝度値の別の物体に対してうまく機

能しない場合がある．また，視線と交差する物体のリストを保持することにより物体のエッジを抽出する方法

[6]も提案されているが，量子化誤差の問題が解決されていない．さらに，フィルタリングするまですべてのリ

ストを保持しておかないとレイトレーシング法の長所である並列性が失われる．これらに対し，視線が広がる

のと同様にレイを円錐や多角錐として計算する法[7]が提案されているが，交点計算が複雑になり，扱える対象

物が限定される．また，レンズ設計などで使われる近軸理論を用いて，追跡光線の近傍の輝度値はシステムマ

トリックスと呼ばれる行列による演算で高速に一次近似できることが示されている[6]．しかし，この手法自体

には，物体の連続性に対する判定能力，エッジの抽出能力がない． 

 そこで，本論文では自動微分[8]を援用することによって追跡視線の近傍の計算値の変化を調べることにより，

より適切なオーバーサンプリングを選択的に行い，そのピクセルに対する妥当な輝度を算出し（アンチエイリ

アシングを含めた）画像の質を高めることを提案する．本手法では従来のレイトレーシング法の拡張として，

扱える対象物を減らすことなくオーバーサンプリングを実現している． 

２ 自動微分を援用したオーバーサンプリングレイトレーシング 

2.1 自動微分の概要 

 n 変数関数 f の任意の一つの変数 xj に注目する．f を計算する手続き p は w＝ψ(u, v)，あるいは，w＝ψ(u)

という代入文で構成されているものとする．但し，ψは四則演算や初等関数 )cos,sin,,logexp,,/,,,,( …×−+ な

どの単項・２項演算でそれ以上分割できない一つの演算を示す．このとき，xj に関する u, v の偏導関数の値

jxvu ∂∂∂∂ /,/ jx が既知であれば， jx∂∂ /w は鎖律に従い高々定数回の演算を実行することによって計算できる．

すなわち， jx∂∂ /w は jxvu ∂∂∂∂ /,/ jx により， 

jj

jjj

jjj

jjj

j

x
uw

x
wuw

v
x
vw

x
u

x
wvuw

x
vuv

x
u

x
wvuw

x
v

x
u

x
wvuw

x
w

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂×=

∂
∂±

∂
∂=

∂
∂±=

∂
∂

･

･

･･

偏

  )exp(

の計算式導関数    代入文　　 )(

// )(

 

などにより計算できる．この操作を手続き p について施せば jx∂∂ /f が得られる．この jx∂∂ /f を計算する処理

を f の計算手続きに加える形で行えば，f の値と同時に jx∂∂ /f が得られる．この手法が自動微分[8]と呼ばれて

いる．自動微分は数値微分と異なり，周辺情報が不要である．また，対象が単一の式ではなく反復・分岐を含

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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むアルゴリズムに対しても適用できる．本論文ではこの特徴をレイトレーシング法に適用する． 

2.2 レイトレーシングへの適用 

 本節では，自動微分をレイトレーシングアルゴリズムに導入し，オーバーサンプリングを行う判断基準を示

す． 

 通常のレイトレーシング法では，視点からスクリーン上のピクセル方向にレイを追跡することから始まり，

反射，屈折方向，光源方向などの２次レイ，３次レイを追跡してゆく．すなわち，最初のスクリーン上のピク

セルの２次元座標（Px, Py）がその後の計算を支配しており，全ての計算は，スクリーン上のピクセルの位置

を変数とする関数となる．そこで，レイがスクリーン上を動くとき，各データ（輝度，交点までの距離など）

はその値に加えスクリーンの x,y各軸に対する微分値を同時にもつ系を考える．すなわち各データは， 

軸方向に関する微分値:

軸方向に関する微分値:
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という形式で保持されるものとする．この形式をレイと物体との交点計算に導入し，レイの近傍における情報

を求める． 

 簡単のため，以下では原点をスクリーン中心に置き，z＝０をスクリーンとする座標系とする．視点を

Peye(Peyex, Peyey, Peyez)，スクリーン上のピクセルの位置を Ps(Psx, Psy,０)とすれば，方向余弦Vray(Vrayx, Vrayy,Vrayz)

を持つレイ Pray(Prayx, Prayy, Prayz)は t＞０に対して， 

 eyerayray PVP += t  (9) 

と表される．ここで，Vray は 

 eyesray PPV −=  (10) 

となる．この Vray の微分形式は，Psが XY 平面上にあることから， 
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と与えられる（Fig.2参照）． 

 

(5) 

(6) 

(7) 

Fig.2: Ray Vray through pixel Ps from Peye 
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 レイトレーシング法における交点計算，内外判定，シェーディング処理などは，すべて始点と方向余弦を基

に計算される．すなわち，レイトレーシング法における各処理関数は，最初の始点である視点と方向余弦を決

定するスクリーン上のピクセルの位置の関数であると見なすことができる．このとき，レイの方向余弦に関わ

るデータをスクリーン上の x 軸方向，y 軸方向に対する変化量とともに与えることによって，自動微分によっ

て各データ（交点までの距離など）の x 軸方向，y 軸方向に対する変化量が自動的に計算される．反射，屈折

等の処理も通常の処理と同様に行える．法線の計算なども自動微分形式で演算されるので，２次レイ以降の計

算値も常にスクリーン上の x, y各方向に対する変動値をもつ． 

 すなわち，ピクセル中心の近傍における値 f の変動が自動微分によって )( yff ∂∂∂∂ /,/ x が計算されているこ

とより，ピクセルの幅Wx,Wyに対してそのピクセルの両端における，１次近似値 
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の値が計算される．また，ピクセルの４隅における１次近似値も同様に計算できる．これら８箇所の変動をピ

クセル中心と比較することによって，レイトレーシング法における様々な計算における追跡光線の近傍におけ

る状態を判断し，オーバーサンプリングを行うか否かの判断を下すことができる．これにより必要なレイに対

してのみオーバーサンプリングを行うことができ，効率的に良質な画像を得ることができる．なお，オーバー

サンプリングの際も自動微分形式で視線を追跡すれば，オーバーサンプリングレイが代表するピクセルの小領

域における変動の１次近似値を計算でき，再帰的なオーバーサンプリングが可能である． 

 以下に，アルゴリズムの概略を示す． 

Step 1 スクリーン，光源，物体形状など，レイトレーシングに必要なデータを入力する． 

Step 2 各レイに対する交点，輝度，あるいはこれらを計算するための途中経過を全て自動微分形式で計算す

る． 

Step 3 そのピクセルに対しての交点計算，輝度計算の途中で，ピクセル中心における判定と自動微分を用い

て求めた周辺における判定が異なるかをチェックする． 

Step 4 判定が異なる場合はそれが画像に影響する可能性があるかどうかをチェックする． 

Step 5 画像に影響する可能性がある場合は，ピクセルを分割しオーバーサンプリングを行う．オーバーサン

プリングは必要に応じて Step 2～Step 5を再帰的に行う． 

３ 本手法の適用例 

 本章では，前章で提案した自動微分を利用したオーバーサンプリングレイトレーシングの具体的な適用例に

ついて述べる． 

3.1 ３角パッチ 

 ３角パッチと視線との交点を P0とした場合の視線は次式で表される． 

 eyeray PVP += t
0

 (14) 

ここで，交点を含む３角パッチの頂点を点 P01，P02，P03とする．さらに，t＞０の場合に３角パッチが前方に

存在すると定義する． 

 ここで，P，P1(P1x, P1y, P1z)，P2(P2x, P2y, P2z)，P3(P3x, P3y, P3z)を以下で定義する． 
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これらは，P0，P01，P02，P03をそれぞれ Peyeだけ平行移動させたものに相当する． 

(12) 

(13) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
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 いま，P1，P2，P3を頂点とする３角形の内部の点 R は，次式で表される． 
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である．ここで式(19)を変形する． 

 RAL
1−=  (22) 

式(22)の右辺の計算結果が式(20)の条件を満たせば，点 R はこの３角形の内部の点である． 

 式(15)の P を式(22)の R に代入して T (T1, T2, T3)を次で定義する． 

 rayVAT
1−== tLt  (23) 

これより，点 P がこの３角形の内部の点である条件は式(20)第一条件と t＞０より， 

 0,,
321
≥TTT  (24) 

が導かれる．一方，式(24)の条件を満たさない場合は，視線と３角パッチは交差しない． 

 ここで，式(24)において,ピクセル中心の近傍における値の変動を微分値（自動微分によって ynn ∂∂∂∂ /,/ TT x

が計算されている）により調べる．式(24)がピクセル中心で成り立っていても，微小なピクセルの幅 Wx,Wy

に対して 
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のいずれかが成り立つならば，レイはピクセルの周辺でパッチを外れる（通過しない）ことが予想される．逆

に式(24)がピクセル中心で成り立たなくても 

同順)　複1,2,3,(
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のいずれかが成り立つならば，レイはピクセルの周辺でパッチと交わる可能性があると予想でき，いずれの場

合にもピクセルを分割すべきと判断する．ピクセルの4隅に対する変動も同様に求め，ピクセル分割の可否を

判断する． 

 以上により，ピクセルの中心・周辺双方においてレイがパッチと交わると判定された場合には交点を算出す

る．点 P がこの３角形の内部の点であるので，式(20)第二条件が成り立つ．このとき，式(23)より t が求まる． 
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したがって，３角パッチと視線との交点 P は次式で表される． 
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式(14)，(15)，(29)より，本来の座標系における視線と３角パッチとの交点 P0は次式で決定される． 
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3.2 ２次曲面 

 ２次曲面を 
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とおくと，式(9)との交点は t に関する２次方程式 
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を解けばよい．式(32)を整理すると， 

 02 =++ CBA tt  (36) 

の形になり， 

 ＞042
 ACBD −=  (37) 

のとき解（交点）を持ち， 
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と求まる．ここで，式(37)において，自動微分により， y∂∂∂∂ /,/ DD x が計算されているので，ピクセル中心

の近傍における値の変動を調べることができる．式(37)がピクセル中心で成り立っていても，微小なピクセル

の幅Wx,Wy に対して 
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のいずれかが成り立つならば，レイはピクセル中心の近傍で曲面を外れることが予想される．逆に，式(37)が

ピクセル中心で成り立たなくても， 
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のいずれかが成り立つならば，レイはピクセル中心の近傍で曲面と交わることが予想され，いずれの場合にも

ピクセルを分割すべきであると判断する．ピクセルの4隅に対する変動も同様に求め，ピクセル分割の可否を

判断する． 

3.3 CSG モデル 

 物体をプリミティブの集合演算で表す CSGモデル[9]では，視点からレイ（視線）と各プリミティブとの交

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 
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点までの距離の関係，およびある点のプリミティブに対する内外判定が重要である．すなわち視点（１次レイ

の場合は視点）からレイとプリミティブとの交点までの距離の変動を調べ，さらに他のプリミティブとの内外

判定の変動も同時に調べ，前後関係，内外関係が変化する可能性のある箇所はピクセルを分割すべきである． 

 CSGで特に重要なのは，最近点の探索と内外判定の関係である．初めに，最近点の探索について述べる．n

個のプリミティブに対する交点計算の結果（距離）を d(i)(i＝1…n)とすると，i＝１から計算して，新しく得ら

れた交点とその時点での最近点を比較して近い方を最近点として残す．その時点での最近点までの距離を dm

とすると，自動微分により ,/,//,/ yxx ∂∂∂∂∂∂∂∂ ddy,dd mm が計算されているので，微小なピクセルの幅 Wx,Wy

に対する dm の変動を計算できる．このとき，dm＞d(i)（通常は交点を更新する）の場合： 

号同順)(

2
･　＜　

2
･

2
･　＜　

2
･

複　　　　　　　　　　

yy
m

xx
m

y
d

y
d

x
d

x
d

WW

WW

∂
∂±

∂
∂±

∂
∂±

∂
∂±

dd

dd

m

m

 

あるいは，dm ≤ d(i)（通常は交点を更新しない）の場合： 

号同順)(

2
･　　

2
･

2
･　　

2
･

複　　　　　　　　　　

＞

＞

yy
m

xx
m

y
d

y
d

x
d

x
d

WW

WW

∂
∂±

∂
∂±

∂
∂±

∂
∂±

dd

dd

m

m

 

には，ピクセル中心の近傍で交点の前後関係を一意に判定できない．したがって，ピクセルを分割すべきと判

断する．ピクセルの4隅に対する dm の変動も同様に求め，必要に応じてピクセルを分割する．それ以外の場合

には前後関係を一意に決定できるので，オーバーサンプリングが不要と判定する． 

 次に，内外判定を調べる関数を 









=

＞0　　(外側)

＝0　　(表面)

＜0　　(内側)

　　

)ξ(
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tyx,　

 

とし，sign(t)を t の正負を返す関数とする．このとき，自動微分によりある位置に対する ytt ∂∂∂∂ /,/ x が計算

されている．これを用いると，微小なピクセルの幅Wx,Wyに対して 

)(

)(

2
･　sign)　　sign(
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の場合には，ピクセル中心の近傍で内外を一意に判定できない．このため，ピクセルを分割すべきと判断する．

ピクセルの4隅に対する t の変動も同様に比較する． 

3.4 テクスチャマッピング 

 本手法はテクスチャマッピングにおける模様のエイリアシングの除去にも適用可能である．初めに，チェッ

カーボードのような市松模様を平面や球面に貼り付ける方法について考える．この手法は，表面の点の座標が

２つパラメータ u,v で表せる物体に適用できる．例として， 

標系球面：　経度－緯度座

平面：　直交座標系
 

が挙げられる．いま，物体表面の点が２次元座標(u,v)と表されているとする．２色で市松模様を作る場合，例

えば Fig.3のようにその点の色が決定できる．ここで ud,vd は市松模様のサイズを決定する定数である． 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

 

(47) 

(48) 

(49) 
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 次に，写真をスキャナなどで入力して得られる様なディジタル画像を物体表面に貼り付ける場合を考える．

ディジタル画像を P (i,j), 0≤ i,j ≤ M－１，テクスチャの大きさを定める定数を d とすると，点(u,v)には画像の

ピクセル 

 )/) mod ( ,/) mod (( ddvddu MMP  (50) 

で指定されるピクセルの色を与える．このような場合，規則的なサンプリング間隔でのレイトレーシングでは

エイリアシングが起こりやすい．マッピングされる物体が単純な平面などの場合は，１ピクセルに投影される

色を，もとになるテクスチャの対応部分の色の平均をとるなどしてエイリアシングを軽減できる．しかし，曲

面に貼られた場合，また鏡面性，透過性があるなど，一般的な場合に対しては，テクスチャ上の座標の変動を

微分値で調べてオーバーサンプリングをし，近似解を統一的に求めるほうが汎用性がある．すなわち，自動微

分により yxyx ∂∂∂∂∂∂∂∂ /,/,/,/ vvuu が計算されているので，ピクセル中心の近傍における値の変動を調べると，

微小なピクセルの幅Wx,Wy に対して 
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のいずれかが成立する場合にはテクスチャの色は変化すると予想され，ピクセルを分割すべきと判定する．ま

た，ピクセルの4隅に対する変動の計算，判定も同様である． 

3.5 冗長なオーバーサンプリングの除去 

 本節では，提案手法による危険度の判定を効率化する方法について述べる．効率化するべきピクセルとは，

レイとプリミティブとの交点計算や座標の変動などで，危険と判定された地点よりレイの始点に近い場所に確

実に安全と判定される物体などがある場合，CSGなどによって本当は物体としてその地点には存在しない場合

である．前者については，交点計算における最近点探索において，交点計算が確実に成功した場合に以前の危

険性を排除すればよい．後者については，物体との交点が求まっていて危険と判断されている場合にその交点

が物体内部にあるかどうかを調べて，物体外部の場合には危険性を排除すればよい．物体との交点が求まって

いなくて危険と判断されている場合には，交点があるとするとき（レイが交点を持つ方向に微動したとすると

き）の仮の交点を求めておき，その交点について，CSGにおいて物体内部にあるかどうかを判定し，物体外部

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

Fig.3: A plaid texture 
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の場合には危険性を排除すればよい． 

４ シミュレーション 

 本手法による画像例を Fig.4～Fig.6に示す．各画像において，(a)は通常の画像（オーバーサンプリングなし），

(b)は本手法によりオーバーサンプリングすべきと判定されたピクセルを黒ドットで示したもの，(c)は(b)にて

示されたピクセルを１ピクセルあたり９分割するオーバーサンプリングを再帰的に２回迄行い得られた画像で

ある．なお各画像は400×400ピクセルで作成した． 

 

 

 

(a) An image by the conventional ray 

tracing 
(b) Detected pixels to be distributed

by the proposed method 
(c) Anti-aliased image by distributing

rays at the detected piexels by the

proposed method 

Fig.4: An application to the CSG model 

(a) An image by the conventional ray

tracing 
(b) Detected pixels to be distributed 

by the proposed method 
(c) Anti-aliased image by distributing

rays at the detected piexels by the

proposed method 

Fig.5: An application to thin palls and plane 

(a) An image by the conventional ray

tracing 
(b) Detected pixels to be distributed

by the proposed method 
(c) Anti-aliased image by distributing 

rays at the detected piexels by the 

proposed method 

Fig.6: An application to the texture mapping 
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Fig.4～Fig.6からそれぞれ以下が確認できる． 

 ・２次曲面に対するエイリアシング（影を含む）の軽減が確認できる． 

 ・CSGに対するエイリアシングの軽減が確認できる． 

 ・格子のマッピングに対するエイリアシングの軽減が確認できる． 

 なお，実行時間については，オーバーサンプリングすべきピクセル数に依存するが，最終分割レベルでは通

常の（自動微分をしない）計算となるので，一般的な画像であれば通常のレイトレーシング法の数倍程度で生

成できる． 

 一般に，本手法の処理時間は以下のように評価できる．まず，通常のレイトレーシング法で１本の光線を追

跡するのに要する計算時間を t，自動微分を付加して１本の光線を追跡するのに要する計算時間を tdiffとする．

このとき，処理時間全体 T は 

 t××××= 分割数＋最終段階領域数分割数}ル数)＋危険領域数{初期領域数(ピクセ difftT  (55) 

となる．tdiff は値 f と同時に yx ∂∂∂∂ /,/ ff を求めるので，t の約３倍と評価される． 

 提案手法での処理時間を Fig.4について実測したところ，通常の手法を用いた場合(a)に対して3.275倍（１

次分割まで，２次分割まででは5.0625倍）を要した．一方，全ピクセルに対するオーバーサンプリングで同

等以上の画像を得るためには，通常の手法を用いた場合の約９倍（１次分割まで，２次分割まででは約81倍）

を要すると推測されるので，計算時間の点からも本手法の有効性が示されている． 

５ むすび 

 本論文では，従来のレイトレーシング法の拡張として，自動微分を援用して適応的にオーバーサンプリング

を行い，効率的に画像の質を高める手法を提案した． 

 本手法の特徴として以下が挙げられる． 

 ・レイトレーシング法における各計算において，各データのスクリーンの各軸方向に対する変動をチェック

して，物体形状やテクスチャに応じてオーバーサンプリングすべきピクセルを検出できる．このため，物

体の連続性の判定や，エッジ抽出などの追跡能力が優れている． 

 ・本手法が扱える形状は基本的に通常のレイトレーシング法が扱える形状と同一である．したがって，メタ

ボールやパラメトリック曲面にも適用可能であり，十分実用的である． 

 また，処理速度はスクリーンの初期領域数とオーバーサンプリングすべき領域数が少なければ向上する．危

険領域は情景に依存するので，処理速度向上のためには初期領域数を減らし，プログレッシブ・リファインメ

ントを行うことが考えられる．このとき，自動微分を用いて得た値から光線近傍の輝度の一次近似値を簡単に

求めることができることから，漸進的な画質向上および高速化が可能である． 
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