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まえがき

この小著は，中央大学大学院における幾何学特別講義第二（2010年 5月 10
日∼14日）の講義録である．内容は双曲幾何学の一般論であり，特定の研究
課題を扱ったものではない．講義の主たる目標は，双曲幾何学の基礎的概念

を紹介することにあった．

第 1節や，第 2節の前半からは，双曲幾何学が緻密で隙のないものにみえ
るかもしれない．しかし，第 2節後半から様子がちがってくる．そこでは，擬
等長変換という緩い変換のもとでも双曲的性質のあるものは変質しないこと

がわかる．双曲幾何がもつこのような特質は，W. ThurstonやM. Gromov
によって明らかにされた.
この講義ノートは，中央大学大学院の相澤由貴さんによってまとめられた

ものを基にしている．現在の双曲的空間論が，古典的な双曲幾何からどのよ

うに抽出されたものか自然に理解できるように，講義のときとは順序を入れ

替え，第 1節から双曲的空間の主要な手法であるGromov積の概念を導入し
た．また，新たに第 3.3節を加え，双曲群について簡単に説明した．最終節
では，講義のとき詳しい説明ができなかった内容を補足した．

双曲幾何の重要な特長として，無限遠境界が利用可能なことがあげられる．

双曲 3次元多様体M に関する有界な誤差をもつ情報を，普遍被覆空間 H3

に関する同変な情報に持ち上げ，その情報を無限遠境界 ∂H3 まで拡張する．

∂H3 上では誤差が収れんされ，情報は ‘一意的に決まる’ものとなる．この
ルートを逆にたどることにより，M に関する誤差のない情報が得られる．そ

の典型例として，M が有限体積のときはMostowの剛性定理（第 2.5節）が
あり，M が無限体積のときはMinsky等によって解決されたエンディング・
ラミネーション予想がある．

最後に，集中講義の機会を下さった中央大学の三好重明先生にお礼を申し

上げます．また，迷走ぎみだった講義を忍耐強く受講して下さった中央大学

大学院理工学研究科数学専攻の皆さんに感謝します．
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1 2次元双曲幾何学

第 1節では，2次元双曲幾何学に関する基本的概念を紹介する．この節で扱
う曲面 Σはすべて向き付け可能であると仮定する．すなわち，ΣはMöbius
の帯と同相な部分空間を含まないとする．この分野の標準的な教科書として，

深谷 [Fu], 谷口・奥村 [TO], Beardon [Be]等がある．

1.1 双曲平面と等長変換

この講義録では，R2の点 (x, y)と複素平面Cの点 z = x + iy (i =
√
−1)

を同一視することにより，R2 = Cとみなす．上半平面 {(x, y) ∈ R2 ; y >

0} = {z ∈ C ; Im z > 0}上に計量

ds2 =
dx2 + dy2

y2
=

|dz|2

(Im z)2
(1.1)

が定義された Riemann多様体を，双曲平面 (hyperbolic plane)といい，H2

とあらわす．Cの実軸Rを 1点コンパクト化したR∪{∞}をH2の無限遠境

界 (boundary at infinity)といい，これを ∂∞H2 または S1
∞ とあらわす．無

限遠境界は円周に同相である．また，和集合H2 ∪ S1
∞をH2とおく．H2は

2次元（閉）円板に同相である．
まず始めに，双曲計量 (1.1) の特徴をみる．z ∈ H2 における接ベクトル

v ∈ Tz(H2)の双曲計量に関する長さを ‖v‖（またはより明確に ‖v‖H2）であ

らわし，Euclid計量に関する長さを |v|であらわす．また v, w ∈ Tz(H2)の
双曲計量に関する内積を 〈v, w〉, Euclid計量に関する内積（通常の内積）を
v · wであらわす．式 (1.1)より，

‖v‖ =
|v|

Im z
, 〈v, w〉 =

v · w
(Im z)2

(1.2)

となる．vと wのなす双曲角度を θとすると，

cos θ =
〈v, w〉
‖v‖‖w‖

=
v · w
|v||w|

であるから，θは vと wのなす Euclid角度（通常の角度）と一致する．すな
わち，H2 は Euclid平面 E2 の上半部分と等角同値である．特に，双曲的な

意味での「直交する」という概念は，通常の意味と同じである．

任意の n ∈ Nに対し，H2 内の曲線 cn : [1/n, 1] −→ H2 を cn(t) = (0, t)
で定義する．このとき，cn の双曲的長さは，

Len(cn) =
∫ 1

1/n

‖c′(t)‖ dt =
∫ 1

1/n

1
t

dt = log n → ∞ (n → ∞)

をみたす．これは，(0, 1) ∈ H2 から (0, 0) ∈ S1
∞ までの，y 軸に沿った距離

が無限であることを意味する．
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SL2(R)を実成分の 2次特殊線形群とする．すなわち，SL2(R)の要素は，
2× 2-実行列で，その行列式が 1のものである．SL2(R)の中心 {±I}による

剰余群 SL2(R)/{±I}を PSL2(R)とおく．ただし，I は単位行列

(
1 0
0 1

)
で

ある．SL2(R)の要素

(
a b

c d

)
に対応するPSL2(R)の要素をA = ±

(
a b

c d

)
とあらわす．この Aに同伴する Riemann球面 Ĉ = C ∪ {∞}上の写像 f =
fA : Ĉ −→ Ĉを次のように定義する．

f(z) =
az + b

cz + d
(z ∈ C, cz + d 6= 0) f(z) = ∞ (z ∈ C, cz + d = 0)

f(∞) =
a

c
(c 6= 0) f(∞) = ∞ (c = 0)

A,B ∈ PSL2(R)に対し，fA−1 = (fA)−1, fAB = fA ◦ fB が成り立つことは，

fA の定義より容易に検証できる．

補題 1.1. fA(H2) = H2.

証明. fA = f とおく．z ∈ H2（すなわち Im z > 0）のとき，

Im f(z) =
1
2i

(f(z) − f(z)) =
z − z

2i|cz + d|2
=

Im z

|cz + d|2
> 0. (1.3)

したがって，f(H2) ⊂ H2が成り立つ．同様に f−1(H2) ⊂ H2が示せるので，

f(H2) = H2.

以下では，A ∈ PSL2(R)と f = fA : Ĉ −→ Ĉを同一視し，A自身を Ĉ上

またはH2 上の写像とみなすこともある．

注意 1.2. fAは 1次分数変換であるから円円対応性および等角性をもつ．円
円対応性とは，fAが Ĉ内の任意の円を，円に写すことを意味する．ただし，

C内の直線と無限遠点∞との和集合も，（半径無限大）の円とみなす．fAの

等角性とは，Cの通常の角度に関する等角性であるが，上で注意したように，

fA のH2 への制限は双曲計量に関する等角写像でもある．

Isom+(H2)を向きを保存するH2 上の等長変換全体のつくる群とする．

補題 1.3. PSL2(R) ⊂ Isom+(H2).

証明. f ∈ PSL2(R)が向きを保存するH2上の等長変換であることを示す．f

は正則な複素関数であるから向きを保存する．H2の任意の点 zにおける任意の

接ベクトル v ∈ Tz(H2)を考える．f(z) =
az + b

cz + d
とおくと，f ′(z) =

1
(cz + d)2

であるから，f の微分 f∗ : Tz(H2) −→ Tf(z)(H2)は，|f∗(v)| =
|v|

|cz + d|2
を

みたす．このとき，

‖f∗(v)‖ (1.2)
=

|f∗(v)|
Im f(z)

(1.3)
=

|v|
|cz + d|2

|cz + d|2

Im z
=

|v|
Im z

(1.2)
= ‖v‖.

したがって，f はH2 上の等長変換である．
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命題 1.4. H2 の測地線は，実軸Rに直交する半円かまたは半直線である．

証明. σをH2 内の 2点 z, wを結ぶ最短線分とする．また，λを z, wを通る

H2 内の半円または半直線でRに直交するものとする．τ を λ内の線分で σ

と同じ端点をもつものとする．ここで σ 6⊂ λと仮定して矛盾を導く（図 1.1
参照）．

w

σz

τ

λ

i

ki

σ

0

f    (σ)
A

ti

(t+∆t)i

c(t)

c(t+∆t)

図 1.1

問題 1.1. fA(z) = i, fA(w) = ki (k > 1)をみたす A ∈ PSL2(R)が存在す
ることを示せ．

（ヒント：最初に，λの端点を 0と∞に写す fB (B ∈ PSL2(R))があることを示す．）

（命題 1.4の証明の続き）問題 1.1の f = fAは，円円対応性と等角性をもつの

で f(λ) = {ti ; t > 0}となる．f(σ)が c(t) = (α(t), t) (1 ≤ t ≤ k)のように高
さ tによってパラメータ表示ができる場合のみを考える1)．c′(t) = (α′(t), 1),
Im c(t) = tより，

‖c′(t)‖ =
|c′(t)|

t
=

√
α′(t)2 + 1

t
≥ 1

t

である．しかし，f(σ) 6⊂ f(λ)なので，α′(t0) 6= 0, すなわち ‖c′(t0)‖ >
1
t0
を

みたす点 t0 ∈ [1, k]が存在する．したがって，f の等長性（補題 1.3）より，

Len(σ) = Len(f(σ)) =
∫ k

1

‖c′(t)‖ dt >

∫ k

1

1
t

dt = Len(f(τ)) = Len(τ).

これは σの最短性に矛盾するので，σ = τ ⊂ λであることがわかる．よって，

λは zと wを通る唯一の測地線である．

問題 1.2. 命題 1.4より，半直線 l = {ti ; t > 0}は測地線である．l上の点列

{zn}でその Im znが上から有界なものを考える．このとき，distH2(zn, i) = ∞
と distR2(zn,0) = 0は同値であることを示せ．

1)このような表示ができないときは，f(σ) をいくつかの曲線に分割して考えればよい．
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Aを距離空間 (X, d)の閉集合とするとき，Aの X における r-近傍 {x ∈
X ; d(x,A) ≤ r}を Nr(A,X)または単に Nr(A)とあらわすことにする．こ
こで，H2 における測地線 lの等距離近傍Nr(l)の形をしらべる．

例 1.5 (測地線の等距離近傍). (1) まず，l0が y-軸 {(0, y) ; 0 < y < ∞}の場
合を考える．p ∈ H2を，d(p, l0) = rをみたす点とする．pから l0におろした

垂線の足を qとすると，pと qをつなぐ測地線分 σは，点 qで l0に直交する

（図 1.2 (a)参照）．したがって，q = (0, y0)とおくと，命題 1.4より，σは曲線

c(t) = (y0 sin t, y0 cos t) (−π/2 < t < π/2)に含まれる．p = (y0 sin θ, y0 cos θ)

とおく．|c′(t)| = y0 であるから，‖c′(t)‖ =
y0

y0 cos t
=

1
cos t

. よって θ > 0の

場合，

r =
∫ θ

0

1
cos t

dt =
1
2

log
(

1 + sin θ

1 − sin θ

)
.

これを θについて解くと，θ = sin−1(tanh r)となる．したがって，Nr(l0)は，
原点を通る 2つの半直線 y = x/tan θ, y = −x/tan θに挟まれた「くさび形」

の図形である．特に，Nr(l0)の境界に直交する測地線は，l0にも直交するこ

とがわかる．

θ

q

p

0

(a)

(c)

θ θθθ

l

θ

y

0

(b)

r

vu

l0 l0

σ

lr

py

N   (l)r

N   (l  )r 0

図 1.2

(2) r > 0に対して，l0 に平行な半直線 lr = {(r, y) ; y > 0}を考える．lr

は l0 と共通の端点∞をもつH2 の測地線である（図 1.2 (b)参照）．lr 上の
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点 py = (r, y)を考えると，sin θ =
r√

y2 + r2
であるから，(1)の結果より，

d(py, l0) =
1
2

log

(√
y2 + r2 + r√
y2 + r2 − r

)
.

したがって， lim
y→∞

d(py, l0) = 0.

(3) lが実軸上の 2点 u, vを端点にもつ測地線の場合，問題 1.1と同様にし
て，f(l0) = lをみたす f ∈ PSL2(R)が存在する．補題 1.3より，f はH2の

等長変換であるから，f(Nr(l0)) = Nr(l)が成り立つ．f の等角性と円円対応

性より，Nr(l)は，u, v で lと角度 θ = sin−1(tanh r)で交わる 2つの円弧で
囲まれた「バナナ形」の図形である（図 1.2 (c)参照）．Nr(l)の形より，H2

の測地線 l′ がNr(l)に含まれるならば，かならず l′ = lである．

命題 1.6. PSL2(R) = Isom+(H2).

証明. 補題 1.3 より，Isom+(H2) ⊂ PSL2(R) を示せばよいことがわかる．
Isom+(H2)の任意の要素 g をとる．また，i ∈ H2 における単位接ベクトル

v = (0, 1) ∈ Ti(H2)を考える．

問題 1.3. f(i) = g(i), f∗(v) = g∗(v)をみたす f ∈ PSL2(R)が存在すること
を示せ．

（命題 1.6の証明の続き）i以外のH2の任意の点 zに対し，iと zを通るH2

の測地線 λが存在する．λには，「i ⇀ z」が順路となるような向きがついて

いるとする．f, gは等長変換であるから，f(λ), g(λ)はともにH2の測地線で

ある．vと λが iにおいてなす角度を θとすると，f, gの等角性より，f∗(v)
と f(λ)が点 f(i)においてなす角度，g∗(v)と g(λ)が点 g(i)においてなす角
度はともに θである（図 1.3参照）．これは，向きをもつ測地線として f(λ)

f(i) = g(i)

z

λ
i

0

v
θ

f (v)=g (v)
∗ ∗

θ

f(z) = g(z)

図 1.3

と g(λ)が一致することを意味する．一方，

dist(f(i), f(z)) = dist(i, z) = dist(g(i), g(z))

であるから，f(z) = g(z)が成り立つ．したがって，g = f ∈ PSL2(R).
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f = fA ∈ PSL2(R), A = ±

(
a b

c d

)
に対し，

D(f) = |trace(A)| = |a + d|

とおく．D(f) を使って，PSL2(R) の要素を分類する．以下では，写像 g :
X −→ X の不動点集合を Fix(g), その濃度を#Fix(g)であらわす．

定理 1.7. f 6= IdH2 とするとき，次のいずれかが成り立つ．

(1) D(f) < 2のとき，#Fix(f |H2) = 1, #Fix(f |S1
∞

) = 0. この f を楕円型

変換 (elliptic transformation)という．

(2) D(f) > 2のとき，#Fix(f |H2) = 0, #Fix(f |S1
∞

) = 2. この f を双曲型

変換 (hyperbolic transformation)という．

(3) D(f) = 2のとき，#Fix(f |H2) = 0, #Fix(f |S1
∞

) = 1. この f を放物型

変換 (parabolic transformation)という．

証明. 必要ならば，Aの PSL2(R)における共役をとることによって，c 6= 0
と仮定できる．このとき，f = fA の定義 (p. 2)からわかるように，∞は f

の不動点とはならない．したがって，z ∈ Fix(fH2)であるための必要十分条

件は，
az + b

cz + d
= zである．すなわち，cz2 + (d − a)z + b = 0. よって，

z =
a − d ±

√
D(f)2 − 4

2c
. (1.4)

z ∈ H2 と Im z > 0が同値であり，z ∈ S1
∞ と Im z = 0が同値であることに

注意せよ．

(1) D(f) < 2のとき，(1.4)より Im z 6= 0である．さらに z ∈ H2 より，

Im z > 0であるから，

Fix(f |H2) =

{
a − d +

√
4 − D(f)2 i

2c

}
, Fix(f |S1

∞
) = ∅.

(2) D(f) > 2のとき，Im z = 0である．したがって，

Fix(f |H2) = ∅, Fix(f |S1
∞

) =

{
a − d ±

√
D(f)2 − 4

2c

}
.

(3) D(f) = 2のときは，(1.4)よりあきらかに，

Fix(f |H2) = ∅, Fix(f |S1
∞

) =
{

a − d

2c

}
.

これで，証明が完成した．
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定理 1.7は，H2 上の等長変換 f の不動点に関する情報しか与えていない．

しかし，命題 1.6より，f は 1次分数変換で与えられるので，円円対応性と
等角性をもつ．これらの性質を組み合わせると，H2 の等長変換の挙動がよ

くわかる．

(1) f が楕円型変換のとき．z ∈ H2 を f の不動点とするとき，f は z から

等距離円を不変にする．さらに，すべての等距離円に直交する測地線 λ の

f による像 f(λ) は，またすべての等距離円に直交する測地線である．（図
1.4 参照）．λ と f(λ) が z においてなす角度 θ を回転角という．θ = 2πr

i

0

Cr

λ

f (λ)

図 1.4 Fix(f) = {i}の場合．Cr は，iを中心とする半径 rの等距離円．

(r = q/p; p ∈ N, q ∈ Z)とあらわされるとき，f を z を中心とする有理回転

という．このとき，fp = IdH2 であるから，f は有限位数をもつ．f が無理回

転のとき，すなわち θ = 2πx (x 6∈ Q)のとき，f は無限位数をもつ．

(2) f が双曲型変換のとき．Fix(f |S1
∞

) = {r, s}とすると，f は r, sを端点に

もつ測地線 αf を不変にする．この測地線を，f の軸という（図 1.5 (a)参照）．
さらに，r, sを通る円弧 τ も不変にする．これは，f が r, sを不変にするだけ

でなく，τ と実軸Rが r, sでなす角度 θも保存するからである．αf に直交す

る測地線 λの f による像 f(λ)は，また αf に直交する測地線である．s = ∞
のとき，f の軸 αは実軸Rと rで直交する半直線であることに注意せよ（図

1.5 (b)参照）．z を αf 上の点とするとき，z の f -軌道 {fn(z)}∞n=−∞ は αf

上を rから s（または sから r）に向かう無限列である．特にこれから，f が

無限位数をもつことがわかる．

(3) f が放物型変換のとき．Fix(f0|S1
∞

) = {∞}のとき，定理 1.7の証明で
みたように，c = 0 である．このとき，|a + d| = 2, ad = 1 であるから，

A = ±

(
1 b

0 1

)
となる．すなわち，f0(z) = z + bである．したがって，f0

は，水平線 η = {t + y0i; −∞ < t < ∞}を不変にする．このような水平線を
∞を基点にもつホロ円周 (horocircle)という（図 1.6 (a)参照）．f0は ηに直

交する測地線 λ = {x0 + ti; −∞ < t < ∞}を，また η に直交する測地線に
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(a) (b)

αf

−1 1 0

τ τ

λ

f (λ)

λ

f (λ)

αf

図 1.5 (a) Fix(f) = {−1, 1}の場合．(b) Fix(f) = {0,∞}の場合．

写す．Fix(f |S1
∞

) = {r} ⊂ Rのときの f は，∞を r に写す等長変換 hを使

い，f = h ◦ f0 ◦h−1とあらわせる．したがって，f は点 rでRに接する円周

η = h(η0)を不変にする（図 1.6 (b)参照）．ηを，rを基点にもつホロ円周と

いう．(2)と同様に η 上にある点の f -軌道を考えると，f が無限位数をもつ

ことがわかる．

r0 b

(a) (b)

η
0

η

y i
0

λ f    (λ)0

λ

f (λ)

図 1.6

Poincaré 円板モデル．ここでH2 のもう一つの表現方法を与える．単位開

円板D2 = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1} = {z ∈ C ; |z| < 1}上に計量

ds2 =
4(dx2 + dy2)
(1 − x2 − y2)2

=
4|dz|2

(1 − |z|2)2
(1.5)

が定義されたRiemann多様体を考える．∂∞D2 = {z ∈ C ; |z| = 1}をD2の

無限遠境界と考える．(1.5)より，接ベクトル v ∈ Tz(D2)のノルム ‖v‖D2 は

‖v‖D2 =
2|v|

1 − |z|2
(1.6)
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で与えられることがわかる．

ϕ : Ĉ −→ Ĉを，ϕ(z) =
z + i

zi + 1
で定義される 1次分数変換とするとき，次

の問いに答えよ．

問題 1.4. Im ϕ(z) =
1 − |z|2

|zi + 1|
, ϕ(D2) = H2, ϕ(∂∞D2) = S1

∞, ϕ′(z) =

2
(zi + 1)2

が成り立つことを示せ（図 1.7参照）．

i

0

ϕ

i

0
−i

−1

1−1

1

図 1.7

命題 1.8. ϕ|D2 : D2 −→ H2 は等長写像である．

証明. 問題 1.4より，任意の z ∈ D2, v ∈ Tz(D2)に対して，

‖ϕ∗(v)‖H2
(1.2)
=

|ϕ∗(v)|
Im ϕ(z)

=
2|v|

|zi + 1|2
|zi + 1|2

1 − |z|2
=

2|v|
1 − |z|2

(1.6)
= ‖v‖D2 .

したがって，ϕは等長写像である．

命題 1.8より，H2 とD2 は ϕを媒介にして同一視できることがわかった．

D2 を双曲平面の Poincaré 円板モデル (Poincaré disk model)という．

系 1.9. D2 の測地線は，∂∞D2 に直交する円弧または直径である．

証明. 命題 1.8より，ϕは等長写像であるから，D2の任意の測地線 αに対し，

ϕ(α)はH2の測地線である．命題 1.4より，ϕ(α)は実軸Rに直交する半直線

または半円である．ϕの逆写像ϕ−1はϕ−1(z) =
z − i

−zi + 1
で定義される 1次分

数変換であるから，等角性と円円対応性をもつ．したがって，α = ϕ−1(ϕ(α))
は，∂∞D2 に直交する円弧または直径である．

Poincaé 円板モデルの長所は，閉包D2 = D2 ∪ ∂∞D2 が単位円板なので，

双曲平面全体を見渡すことができることにある．一方，上半空間モデル H2

の長所は，計量 (1.1)が単純な形なので，弧長や面積を計算するのが容易で
あり，Isom+(H2) = PSL2(R)となるので等長変換がわかりやすいことにあ
る．以下では，D2 の無限遠境界 ∂∞D2 も S1

∞ とあらわす．
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1.2 双曲平面とFuchs群

群 Gが位相空間 X に連続的に作用しているとする．これを G y X とあ

らわす．作用 (action) G y X とは，各要素 g ∈ Gに，次の条件 (1), (2)を
みたすような連続変換 ĝ : X −→ X を対応させる操作である．

(1) 単位元 1 ∈ Gに対して，1̂ = IdX .

(2) 任意の g, h ∈ Gに対して，ĝh = ĝ ◦ ĥ.

(1), (2)より，ĝ−1 = ĝ−1がいえるので，ĝはXの同相変換である．以下では，

Gの要素 gと ĝを同一視し，g自身がXの同相変換であると考え，ĝ(x) = gx

とあらわす．任意の g ∈ G \ {1}, 任意の x ∈ X に対して，gx 6= xである

とき，作用 G y X は自由 (free)であるという．作用 G y X が真性不連続

(properly discontinuous)であるとは，X の任意のコンパクト集合K に対し，

gK ∩ K 6= ∅をみたす g ∈ Gが高々有限個であることを意味する．

命題 1.10. X を n次元（位相）多様体とする．GがX に自由かつ真性不連

続に作用しているとき，商写像 p : X −→ M = X/Gは被覆射影であり，商

空間M は n次元（位相）多様体である．

証明. Xの任意の点x0を内点としてもつn次元球体Bを考える．作用G y X

は真性不連続であるから，gB ∩ B 6= ∅となる g ∈ G \ {1}は有限個である．
これらを g1, . . . , gm とする．また，gix0 6= x0 であるから，必要ならば B を

より小さい球体で置き換えることによって，gB ∩ B = ∅ (g ∈ G \ {1})と仮
定できる．したがって，商写像 pの制限 p|IntB : IntB −→ p(IntB)は p(x0)
を含む n次元 Euclid開球体 U = p(IntB)上への同相写像である．ここで，U

が商空間M の開集合であることは，p−1(U) =
⋃

g∈G g(IntB)がX の開集合

であることからいえる．これから，pが射影被覆であることも示される．M

の各点は n次元開球体と同相な開近傍をもつことがいえたので，次の問題 1.5
と併せて，M が n次元多様体であることが示される．

問題 1.5. 命題 1.10の商空間M はハウスドルフ空間であることを示せ．

命題 1.10の証明からもわかるように，X が Cr-多様体であり G y X が

Cr-微分同相作用であるとき（すなわち各 g ∈ Gが，X の Cr-微分同相変換
であるとき），M 上には pが局所 Cr-微分同相写像となるような Cr-可微分
構造が矛盾なく定義できる．同様に，XがRiemann多様体でありG y Xが

等長作用であるとき（すなわち各 g ∈ Gが，X の等長変換であるとき），M

上には pが局所等長写像となるような Riemann計量が一意的に定義できる．
このようなM 上の計量を，（pを経由して）X から誘導された計量という．命

題 1.6より，1次分数変換が定義する作用 PSL2(R) y H2 は等長的である．

SL2(R)の要素は 4つの実成分からなるので Euclid空間 E4 の要素とみな

せる．したがって，SL2(R)には E4 の部分空間としての位相が入る．また，
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PSL2(R)上には SL2(R)の商位相が入る．すなわち，An = ±

(
an bn

cn dn

)
∈

PSL2(R) の点列 {An} が，A = ±

(
a b

c d

)
∈ PSL2(R) に収束するとは，

εn = ±1を適当にとると， lim
n→∞

εnan = a, lim
n→∞

εnbn = b, lim
n→∞

εncn = c,
lim

n→∞
εndn = dとなることをいう．

定義 1.11. PSL2(R)の離散群を Fuchs群 (Fuchsian group)という．

命題 1.12. Gを PSL2(R)の部分群とするとき，次の (1), (2)が成り立つ．

(1) Gが Fuchs群であるための必要十分条件は，等長作用G y H2が真性不

連続となることである．

(2) Gを Fuchs群とするとき，等長作用 G y H2 が自由であるための必要

十分条件は，Gが楕円型要素を含まないことである．またこれは，Gが

有限位数の要素をもたない（すなわちねじれをもたない）ことと同値で

ある．

証明. (1) Gが Fuchs群ではないと仮定する．このとき，Gは PSL2(R)の離
散集合ではないので，Gの相異なる成分からなる無限列 {gn}で，PSL2(R)
のある要素 hに収束するものが存在する．fn ∈ Gを，fn = gn ◦ g−1

n+1で定義

すると，fn 6= IdH2 , {fn} → h ◦ h−1 = IdH2 をみたす．したがって，H2 内

の閉円板Bに対して，ある自然数 n0が存在して，fnB ∩B 6= ∅ (n ≥ n0)が
成り立つ．これは作用 G y H2 が真性不連続でないことを意味する．

逆に，作用G y H2が真性不連続ではないと仮定する．このとき，gnK ∩
K 6= ∅をみたすH2のコンパクト集合Kと，G \ {1}の無限列 {gn}が存在す
る. x0 ∈ K を決めておく．各 gn は等長変換であるから，dist(x0, gn(x0)) ≤
diam(K) + diam(gnK) = 2diam(K). したがって，{gn} の部分列 {g′m}
で，{g′m(x0)} が H2 の収束列となるものが存在する． lim

m→∞
g′m(x0) = y0

とおく．e1, e2 を Tx0(H
2)の正規直交基底とすると，{(g′m)∗(e1), (g′m)∗(e2)}

は Tg′
m(x0)(H

2) の正規直交基底である．このとき {g′m} の部分列 {g′′k} で，
{(g′′k )∗(e1), (g′′k )∗(e2)}が Ty0(H

2)のある正規直交基底 e′1, e
′
2に収束するもの

が存在する．問題 1.3と同様に，h(x0) = y0, h∗(ej) = e′j (j = 1, 2)をみたす
h ∈ PSL2(R)が存在する．こととき，命題 1.6の証明と同様にして，PSL2(R)
において {g′′k} → hが示せる．これは，Gが PSL2(R)の離散群でないこと，
すなわち Gが Fuchs群ではないことを意味する．

(2) 定理 1.7でみたように，g ∈ G \ {1}がH2 に不動点をもつための必要

十分条件は，gが楕円型要素となることである．したがって，(2)の前半の主
張が成り立つ．

p. 7でみたように，g ∈ G \ {1}が有限位数ならば，gは楕円型である．一

方，gを無理回転をもつ楕円型要素とすると，gの生成する Gの部分群が離
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散的でないことは容易に示せる．したがって，gが Fuchs群Gの楕円型要素

のとき，gは有理回転をもつ．よって，その位数は有限である．

系 1.13. GがねじれをもたないFuchs群であるとき，商写像 p : H2 −→ Σ =
H2/Gは被覆射影であり，ΣはH2から誘導された計量をもつ曲面である．さ

らに，Σは向き付け可能である．

証明. 命題 1.12より，Gがねじれをもたない Fuchs群のとき，等長作用G y
H2 は自由かつ真性不連続である．したがって，命題 1.10より，前半の主張
が証明される．

各要素 g ∈ Gが定義するH2 上の等長変換は，H2 の向きを保存する変換

である．したがって，pが向きを保存する射影となるような Σ上の向きが矛
盾なく定義される．

定義 1.14. 系 1.13で与えられた Σ上の誘導計量を，双曲計量 (hyperbolic
metric)といい，このような計量をもつ曲面を（向き付け可能な）双曲曲面
(hyperbolic surface)または双曲 2次元多様体という．

1.3 双曲 3角形

H2内の測地線分を辺にもつ 3角形を，双曲 3角形という．以下では，2点
x, y ∈ H2をつなぐ測地線分を x, yとあらわし，頂点 x, y, z ∈ H2をもつ双曲

3角形を∆(x, y, z)とあらわすことにする．
最初に，双曲 3角形に関する正弦定理と余弦定理を紹介する．証明は谷口-
奥村 [TO, 定理 6.4], 深谷 [Fu, §3.2], Beardon [Be, §7.12]等を参照せよ．これ
以降，双曲 3角形∆の 3辺を a, b, c, またそれらの対角を α, β, γ とする．簡

単のため，これら 3辺の長さも a, b, cであらわす（図 1.8 (a)参照）．

c

b
a

α

γ

β

c
b

a

α

(b)(a)

図 1.8
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定理 1.15. 双曲 3角形は次の等式をみたす．
（正弦定理）

sinh a

sinα
=

sinh b

sin β
=

sinh c

sin γ
.

（余弦定理）

cosh c = cosh a cosh b − sinh a sinh b cos γ.

系 1.16 (双曲直角 3角形). γ = π/2のとき，次の等式が成り立つ．

sinh a = sinh c sinα, sinh b = sinh c sinβ, cosh c = cosh a cosh b.

双曲 3角形の概念を一般化し，双曲 3角形の頂点 vが S1
∞上にある場合も

考える．このような頂点を理想頂点 (ideal vertex)という．双曲 3角形∆が
少なくとも一つの理想頂点をもつとき，∆を理想双曲 3角形という．理想頂

点での ∆の内角は零であり，理想頂点を端点にもつ ∆の 2辺の長さは無限
である．

系 1.17 (理想双曲直角 3角形). γ = π/2とする（図 1.8 (b)参照）．β = 0の
とき（すなわち a, c = ∞のとき），次の等式が成り立つ．

cos α = tanh b.

証明. β > 0のとき，角 αに関する余弦定理より，

cos α =
cosh b cosh c − cosh a

sinh b sinh c
=

cosh b

sinh b

cosh c

sinh c
− 1

sinh b cosh b

cosh c

sinh c
.

最後の項は，系 1.16の等式を利用して cosh aを
cosh c

cosh b
に置き換えたもので

ある．ここで，β → 0とすると，c → ∞である． lim
c→∞

cosh c

sinh c
= 1であるか

ら，β = 0のとき，

cos α =
cosh b

sinh b
− 1

sinh b cosh b
=

1
sinh b

(
cosh2 b − 1

cosh b

)
=

1
sinh b

(
sinh2 b

cosh b

)
= tanh b.

これが求める等式である．

系 1.18. δ = log 3とおく．このとき，任意の（理想）双曲 3角形∆の任意
の 1辺 cは，a ∪ bの δ-近傍Nδ(a ∪ b,H2)に含まれる．

証明. ∆′を∆を含み，すべての頂点が理想頂点である双曲 3角形とする．た
だし，∆′は cを含む辺 c′をもつとする．∆′は，その内心を頂点としてもつ 6
個の理想双曲直角 3角形 Ti (i = 1, . . . , 6)に分割される．Ti は内角 π, π/3, 0
をもつ（図 1.9参照）．内角 0に対応する Tiの辺を rとすると，系 1.17より，
tanh r = cos π

3 = 1
2 . ゆえに，r = 1

2 log 3. したがって，cの任意の点 xに対し，

dist(x, a′ ∪ b′) ≤ log 3 = δが成り立つ．∆ ⊂ ∆′ より，dist(x, a ∪ b) ≤ log 3.
よって，c ⊂ Nδ(a ∪ b).
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3角形∆のどの 1辺も，他の 2辺の r-近傍に含まれるとき，∆は r-スリム
(slim)であるという．したがって，系 1.18の主張は，

「任意の双曲 3角形は，log 3-スリムである」

と言い換えることができる．実は 3角形のスリム性こそが双曲性の本質であ
ることが後でわかる．

1.4 Gromov積と無限遠境界

以下の議論では，H2 = D2 とする．また，閉包D2 = {(x, y) ∈ R2 ; x2 +
y2 ≤ 1}上には Euclid計量が与えられているとし，それをB2とあらわす．2
点 x, y ∈ B2の Euclid距離を，dB(x, y)とあらわす．B2の点列 {xn}が dB-
計量に関し x ∈ B2 に収束するとき，すなわち lim

n→∞
dB(xn, x) = 0 のとき，

これを {xn} →
B

xとあらわす．

本節の目標は，「無限遠点に収束する」という概念を，dB-計量を使わず，双
曲距離のことばのみであらわすことにある．そのとき，重要な役割を果たす

のが Gromov積の概念である．

定義 1.19. (X, d)を基点 x0 ∈ X をもつ距離空間とする．

(x, y)x0 =
1
2
(
d(x, x0) + d(y, x0) − d(x, y)

)
を x0 に関する x, y ∈ X のGromov積 (Gromov product)という．

Gromov積の幾何的意味を説明する．まずは，(X, d)が木（すなわち可縮な
グラフ）の場合を考える．T を基点 x0をもつ木とする．測地線分 x, x0, y, x0

の共通部分も測地線分である．x, x0∩y, x0の x0以外の端点を zとおく．ただ

し，x, x0∩y, x0 = {x0}ときは，z = x0とおく．このとき，(x, y)x0 = d(x0, z)
である．したがって，(x, y)x0 は，x0 と x, yの間の距離 d(x0, x, y)に一致す
る（図 1.10 (a)参照）．
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次に，双曲平面H2 の場合を考える．以下では，実数 s, tに対し，関係式

|s − t| ≤ ε を s ∼ε t とあらわす．系 1.18 より，δ = log 3 とおくと，任意
の双曲 3角形は δ-スリムである．H2内の双曲 3角形∆(x, y, x0)は δ-スリム
性と x, y の連結性より，3点 p ∈ x, y, q ∈ x, x0, r ∈ y, x0 で，d(p.q) ≤ δ,
d(p, r) ≤ δをみたすものがある（図 1.10 (b)参照）．このとき，d(q, r) ≤ 2δ

となる．d(x, q) = a0, d(x, p) = a1, d(y, r) = b0, d(y, p) = b1, d(x0, q) = c0,
d(x0, r) = c1 とおく．

2c0 = c0 + c0 ∼2δ c0 + c1 = d(x, x0) + d(y, x0) − (a0 + b0)

∼2δ d(x, x0) + d(y, x0) − (a1 + b1) = 2(x, y)x0 .

ゆえに，c0 ∼2δ (x, y)x0 が成り立つ．よって，

(x, y)x0 ≤ c0 + 2δ ≤ d(x0, x) + 2δ, (1.7)

d(x0, x, y) ≤ d(x0, p) ≤ d(x0, q) + d(q, p) ≤ c0 + δ ≤ (x, y)x0 + 3δ. (1.8)

(1.8)とは逆向きの不等式を証明するため，x, yの任意の点 sをとる．s ∈ x, p

と仮定する．∆(p, q, x)の δ-スリム性より，q, x∪ q, pの点 tで，d(t, s) ≤ δを

みたすものが存在する（図 1.11参照）．t ∈ q, xのときは，u = tとすると，

d(u, s) ≤ δ. t ∈ q, pのときは，u = qとすると，d(u, s) ≤ d(q, t)+d(t, s) ≤ 2δ.
よって，

d(x0, s) ≥ d(x0, u) − d(u, s) ≥ c0 − 2δ
(1.7)

≥ (x, y)x0 − 4δ.

s ∈ x, yの任意性より，d(x0, x, y) ≥ (x, y)x0 − 4δが成り立つ．この不等式と

(1.8)を併せて，
d(x0, x, y) ∼4δ (x, y)x0 (1.9)

が得られる．すなわち，d(x0, x, y)と (x, y)x0 の誤差は 4δ以内である．
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図 1.11

以下では，H2の基点としてB2の原点 0をとり，(x, y)0を単に (x, y)とあ
らわすことにする．

(X, d)を距離空間とするとき，X の点 xを中心とする半径 r の球体 {y ∈
X ; d(x, y) ≤ r}をBr(x,X)または単にBr(x)とおく．すなわち，Br(x,X) =
Nr({x}, X)である．

命題 1.20. H2 の点 {an}が dB-計量で S1
∞ の点に収束するための必要十分

条件は， lim
m,n→∞

(am, an) = ∞である．

証明. {an} →
B

x ∈ S1
∞ とすると，任意の r > 0に対して，an ∈ Br(x,B3)

(n ≥ n0) をみたす n0 ∈ N が存在する．したがって，am, an ⊂ Br(x,B2)
(m,n ≥ n0). (1.9)より，(am, an) ≥ d(0, am, an) − 4δが成り立つ. r ↘ 0の
とき，d(0, am, an) ↗ ∞であるから， lim

m,n→∞
(am, an) = ∞（図 1.12参照）．

x

0

an

am

図 1.12 EEEEEE　　 部分は Br(x,B2)をあらわす．

逆に lim
m,n→∞

(am, an) = ∞のとき，(1.9)より， lim
m,n→∞

d(0, am, an) = ∞が

いえる．これから，{an}がB2における Cauchy列（したがって収束列）で
あることがわかる． lim

n→∞
d(0, an) = ∞より，{an}の収束点は S1

∞ に含まれ

る．
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補題 1.21. {an}, {bn}を，B2において，x ∈ S1
∞, y ∈ B2に収束する点列と

する．x = yのとき，lim inf
n→∞

(an, bn) = ∞. x 6= yのとき，極限 lim
n→∞

(an, bn)
が存在する．さらに，この極限値は x, yに収束する点列の取りかたによらず

一定である．以下，この極限値を (x, y)とあらわす．

証明. x = y ∈ ∂Xの場合，命題 1.20の証明と同様な議論で lim inf
n→∞

(an, bn) =
∞がいえる．
次に，x 6= yの場合を考える．ここでは，y ∈ S1

∞ と仮定する
2)．r > 0が

十分小さいとき，Br(x,B2) ∩ 0, y = ∅, Br(y,B2) ∩ 0, x = ∅となる．0, xと

Br(x,B2)の境界との交点をxr, 0, yとBr(y,B2)の境界との交点を yrとする．

また，xr, yr から最短にある x, y上の点を x′
r, y′

r とする（図 1.13参照）．例

x

0

an

y

bn

xan

y

bn

an,r

bn,r

b'n,r

x'r

yr

a'n,r

y'r

xr

図 1.13 EEEEEE　　 部分は Br(x,B2), Br(y,B2)をあらわす．

1.5 (2)より，任意の ε > 0に対して，d(xr, x
′
r) < ε/2, d(yr, y

′
r) < ε/2をみた

すように r > 0がとれる．xr, yrと同様に 0, an, 0, bnとBr(x,B2), Br(y,B2)
の境界との交点 an,r, bn,r が定義される．また，a′

n,r, b′n,r を an,r, bn,r から

最短にある an, bn 上の点とする．双曲 3角形 ∆(0, an, bn)は，∆(0, x, y)に
Hausdorff収束するので，d(an,r, xr) < ε/2, d(a′

n,r, x
′
r) < ε/2, d(bn,r, yr) <

ε/2, d(b′n,r, y
′
r) < ε/2 (n ≥ n0) をみたす n0 ∈ N が存在する．このとき，

d(xr, a
′
n,r) < ε, d(yr, b

′
n,r) < ε, d(an,r, a

′
n,r) < 3ε/2, d(bn,r, b

′
n,r) < 3ε/2. し

2)y ∈ H2 の場合の証明も同様である
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たがって，n ≥ n0 のとき，

(an, bn) =
1
2
(
d(0, an) + d(0, bn) − d(an, bn)

)
=

1
2
(
d(0, an,r) + d(an,r, an) + d(0, bn,r) + d(bn,r, bn)

− d(an, a′
n,r) − d(a′

n,r, b
′
n,r) − d(b′n,r, bn)

)
∼3ε/2

1
2
(
d(0, an,r) + d(0, bn,r) − d(a′

n,r, b
′
n,r)

)
∼3ε/2

1
2
(
d(0, xr) + d(0, yr) − d(xr, yr)

)
= (xr, yr).

ゆえに，(an, bn) ∼3ε (xr, yr). このとき，

|(am, bm) − (an, bn)| ≤ 6ε (m,n ≥ n0)

より，{(an, bn)}はCauchy列．したがって収束列であることがわかる．(xr, yr)
は，{an}, {bn}の選び方によらないので，極限値 lim

n→∞
(an, bn)もその選び方

によらない．

問題 1.6. {an}, {bn}を無限遠点に収束するH2の点列とする．ある定数C > 0
と任意の nに対し，d(an, bn) < C が成り立つとき， lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn とな

ることを示せ．

（ヒント： (an, bn) =
1

2
(d(an,0) + d(bn,0) + d(an, bn)) ∼C d(an,0).）

命題 1.22. B2の点列 {xn}が S1
∞の点 xに収束するための必要十分条件は，

lim
n→∞

(xn, x) = ∞.

証明. {xn}が S1
∞ の点列の場合のみを考える．{am}, {b(n)

m }を {am} →
B

x,

{b(n)
m } →

B
xn をみたすH2 内の点列とする．補題 1.21より，

(xn, x) = lim
m→∞

(b(n)
m , am)

(1.9)

≥ lim
m→∞

d(0, b
(n)
m , am) − 4δ = d(0, xn, x) − 4δ.

同様に，(xn, x) ≤ d(0, xn, x) + 4δ. したがって， lim
n→∞

(xn, x) = ∞であるた
めの必要十分条件は， lim

n→∞
d(0, xn, x) = ∞. これは，{xn} →

B
xに同値であ

る．

1.5 Gauss-Bonnetの定理

この節では，双曲閉曲面に関する Gauss-Bonnetの定理を証明する．

補題 1.23. ∆は，γ = 0となる理想双曲 3角形とする．このとき，

Area(∆) = π − (α + β).
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∆'

α

γ

β

π−γ

β'

∆

∆

β

α

βα

1−1 0− cos α cos β

(a) (b)

図 1.14

証明. 必要ならば，∆をH2の等長変換で移動して，∆の理想頂点は∞であ
り，他の 2頂点は原点を中心とする Euclid半径 1の半円上にあると仮定でき

る（図 1.14 (a)参照）．H2 の計量 (1.1)の形より，面積要素は
dxdy

y2
である

ので，

Area(∆) =
∫∫

∆

dxdy

y2
=

∫ cos β

− cos α

dx

∫ ∞

√
1−x2

1
y2

dy =
∫ cos β

− cos α

1√
1 − x2

dx

(1)
=

∫ β

π−α

1
sin θ

(− sin θ) dθ = π − (α + β).

ただし，上の等号 “
(1)
= ”では，変数変換 x = cos θをおこなった．

定理 1.24. ∆を内角 α, β, γ をもつ双曲 3角形とする．このとき，

Area(∆) = π − (α + β + γ).

Area(∆) > 0であるから，定理 1.24より，双曲 3角形の内角の総和は πよ

り小さいことがいえる．また，双曲 3角形の面積が最大になるのは，α = β =
γ = 0のとき，すなわち，すべての頂点が理想的であるときに限ることがわ
かる．

証明. 図 1.14 (b)にあるような理想双曲 3角形∆′を考える．このとき，∆∪∆′

も理想双曲 3角形である．∆′の 2つの内角は，π − γと 0である．残りの内
角を β′とおく．このとき，∆∪∆′は内角 α, β +β′, 0をもつ．補題 1.23より，

Area(∆ ∪ ∆′) = π −
(
α + (β + β′)

)
,

Area(∆′) = π −
(
(π − γ) + β′) = γ − β′.

したがって，Area(∆) = Area(∆ ∪ ∆′) − Area(∆′) = π − (α + β + γ).
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ここで閉曲面の Euler標数について簡単に復習しておく．Σを閉曲面（す
なわちコンパクトで境界をもたない曲面）とし，τ を Σの位相的 3角形分割
とする．τ は，頂点，辺，面（位相的 3角形）からなる．τ の頂点数，辺数，

面数をそれぞれ v(τ), e(τ), f(τ)であらわす．このとき

χ(Σ) = v(τ) − e(τ) + f(τ)

を，Σの Euler標数という．よく知られているように，閉曲面の Euler標数
は，その 3角形分割のとりかたよらず，Σのみによって決まる．g : Σ −→ Σ′

を同相写像とすると，gはΣの 3角形分割 τ をΣ′の 3角形分割 τ ′に写す．こ

のとき，v(τ) = v(τ ′), e(τ) = e(τ ′), f(τ) = f(τ ′)であるから，χ(Σ) = χ(Σ′)
である．これから，Euler標数が閉曲面の位相不変量であることがわかる．Σ
が種数 gの閉曲面のとき，χ(Σ) = 2(1 − g)が成り立つ．

定理 1.25 (Gauss-Bonnetの定理). 双曲閉曲面 Σは次の等式をみたす．

Area(Σ) = −2πχ(Σ).

この定理の重要性は，双曲閉曲面の面積という「幾何不変量」が，Euler標
数という「位相不変量」で与えられることにある．また，閉曲面 Σが双曲構
造をもつとき，χ(Σ) < 0であることもわかる．したがって特に，Σの種数
g > 1である．

証明. Σの双曲 3角形による 3角形分割 τ を考える．∆1, . . . , ∆n を τ の面

（双曲 3角形）とする．このとき，n = f(τ)である．τ の各面は 3辺を持ち，
各辺は 2つの面で共有されるので，3f(τ) = 2e(τ)が成り立つ．よって，

n = f(τ) = −2f(τ) + 2e(τ). (1.10)

αi, βi, γiを∆iの内角とすると，定理 1.24よりArea(∆i) = π−(αi +βi +γi)．
τ の頂点を 1つ決めたとき，その頂点に集まる ∆1, . . . , ∆n の内角の和は 2π

なので，内角の総和
∑n

i=1(αi + βi + γi)は 2πv(τ)に一致する．したがって，

Area(Σ) =
n∑

i=1

Area(∆i) =
n∑

i=1

(π − (αi + βi + γi))

= nπ −
n∑

i=1

(αi + βi + γi)
(1.10)
= π(−2f(τ) + 2e(τ)) − 2πv(τ)

= −2πχ(Σ).

これで求める等式が得られた．

1.6 双曲閉曲面の構成

Σg を種数 gの閉曲面とする．Gauss-Bonnetの定理（定理 1.25）より，も
し Σg が双曲構造をもつならば g > 1である．こんどは逆に，種数 g > 1の
とき，閉曲面 Σg は必ず双曲構造をもつことを示す．
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まずは特別な場合の構成法を考える．

例 1.26. H2 = D2 とする．Euclid単位円周 ∂B2 に内接する Euclid正 8角
形 Peucの頂点を v1, . . . , v8とする．0を中心とする双曲半径 r > 0の円周 Cr

と，半測地線 0, viとの交点を vi(r)とする．v1(r), · · · , v8(r)を頂点にもつ双
曲正 8角形を P (r)とする（図 1.15 (a)参照）．P (r)の頂点の内角を θ(r)とす

(a) (b)

a

v
2

v
3

v
1

v
8

v
5

v
4 v

6

v
7

d

b

c d

c

a

b

0

P (r )0

P (r )0

図 1.15 (a) 点線の円は Cr0 をあらわす．

る．r > 0が小さいとき，P (r)の各辺は Euclid線分で近似されるので，θ(r)
は Peuc の頂点の内角 3π/8に近くなる．一方，P (∞)の各頂点は無限遠点で
あるので，θ(∞) = 0である．θ(r)は単調減少連続写像であるから，中間値
の定理より，θ(r0) = π/4となる 0 < r0 < ∞が存在する．
図 1.15 (b)のように，P (r0)の各辺にラベルと向きを付け，同じラベルつい
た辺を向きを保存したまま等長的に貼り付けると，種数 2の閉曲面Σ2が得ら

れる．P (r0)の 8個の頂点は，Σ上では 1個の点 vとなる．vに集まる P (r0)
の内角の和は，8θ(r0) = 2π である．よって，Σ2 は v の近傍で，H2 と局所

等長的である．したがって，Σ2上には双曲構造が定義できる．厳密には，Σg

の普遍被覆 Σ̃g がH2 に等長同値であることを示す必要がある3)．このとき，

被覆変換 π1(Σg) y Σ̃g は固有かつ等長的作用であるから，同一視 Σ̃g = H2

のもとで，Fuchs群作用と見なせる．
同様に g > 2のとき，各頂点の内角が π/2gの双曲正 4g角形を使って，種

数 gの閉曲面 Σg を構成することができる．

こんどは，より一般的な双曲閉曲面の構成法を紹介する．

球面から互いに素な 3個の開円板を取りのぞいた曲面と同相なコンパクト
曲面 P をズボン (pair of pants)（図 1.17参照）という．閉曲面 Σg (g > 1)
は，互いに素な単純閉曲線を使ってズボンに分解できる（図 1.18参照）．こ
の分解を Σg のズボン分解 (pants decomposition)という．

3)実際これは，eΣg からH2 への発展写像 (developing map)を使って証明することができる．
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まず最初に，ズボン P 上の双曲構造で，境界 ∂P が閉測地線となるようも

のを構成する．H を双曲直角 6角形とし，その辺には 1から 6まで順に番
号付けられているとする．第 1, 3, 5番目の辺の長さを d1, d2, d3 とする（図

1.16 (a)参照）．

(a) (b)

6

4

5

3

2

1

l1

d1
d3

d2

l3l2

m0

C2

C0

C3
m3

m2

e

図 1.16

補題 1.27. 任意の a1, a2, a3 > 0に対して，di = ai (i = 1, 2, 3)をみたす双
曲直角 6角形が等長同値を別にして一意的に存在する．以下，このような 6
角形をH(a1, a2, a3)とおく．

証明. H2 = D2 とする．H2 内の測地線 l1 上に長さ a1 の線分 eをとる．e

の両端点を通り，l1 に直交する測地線をm2,m3 とする（図 1.16 (b)参照）．
i = 2, 3に対して，CiをNai(mi,H2)の境界の内側成分とする．例 1.5 (3)よ
り，Ciは ∂miを通るR2の円に含まれる．C0を C1, C2の両方に接し，かつ

S1
∞ と交わる円とする．C0 の Euclid半径を大きくしていくと，C0 がH2 か

ら切り取る 2角形の内角は π から π/2より小さい角度まで狭義単調に減少
する．したがって，S1

∞ と直交するような C0 は一意的に決まる．このとき，

m0 = C0 ∩H2はH2の測地線である．例 1.5 (1)より，m0とCi (i = 2, 3)の
接点で Ciと直交する測地線 liは，m2とも直交する．l1, l2, l3, m0,m2,m3で

込まれる直角 6角形は dj = aj (j = 1, 2, 3)をみたす．このような双曲直角 6
角形の一意性は，S1

∞ に直交する C0 の選び方の一意性からわかる．

例 1.28. H(a1/2, a2/2, a3/2)とそのコピーをラベル 2,4,6の付いた辺で等長
的に貼り合わせると，双曲計量をもつズボンP (a1, a2, a3)が得られる（図 1.17
参照）．境界 ∂P (a1, a2, a3)は，長さ a1, a2, a3 の閉測地線からなる．

種数 g > 1の閉曲面Σgは，互いに素な 3g−3個の単純閉曲線 l1, · · · , l3g−3

によって，2g − 2個のズボン P1, · · · , P2g−2 に分解される（図 1.18参照）．
a1, a2, . . . , a3g−3 > 0を任意にとる．lk がズボン Pj の境界成分のとき，その

長さが ak となるような双曲計量を Pj 上に定義できる．∂Pi ∩ ∂Pj が lk を含
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図 1.18 g = 4の場合

むとき，Pi と Pj の双曲計量が lk 上で一致するように貼り付ける4)．このと

き，Σg 上に双曲計量が定義される．

例 1.28より，ai > 0 (i = 1, . . . , 3g − 3)の値を変えることによって，Σg 上

には様々な双曲構造が入ることがわかった．しかしこれは，2次元双曲幾何
だけがもつ特徴であり，Mostowの剛性定理（定理 2.28, p. 49）より，3次元
以上では成り立たないことがわかる．

4)長さが同じ閉測地線の間の等長写像は一意的には決まらない．「ねじり」の分だけの自由度
がある．
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2 3次元双曲幾何

この節では，3次元双曲幾何学に関する基本的概念を紹介する．以下で扱う
3次元多様体はすべて向き付け可能であると仮定する．より専門的な内容に
ついては，谷口・松崎 [TM], Benedetti-Petronio [BP], Matsuzaki-Taniguchi
[MT], Ratcliffe [Ra], Marden [Ma]等をみてほしい．

2.1 双曲 3次元多様体とKlein群

まずは，一般次元の双曲空間の定義から始める．Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈

Rn ; xn > 0}とおく．このとき，Rn
+ の無限遠境界 Sn−1

∞ = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn ; xn = 0} ∪ {∞}は，n− 1次元球面に同相であり，Rn

+ = Rn
+ ∪ Sn−1

∞ は

n次元球体に同相である．Rn
+ に計量

ds2 =
dx2

1 + · · · + dx2
n

x2
n

(2.1)

が定義された Riemann 多様体を，n 次元双曲空間 (hyperbolic space) とい
い，Hn とあらわす．Isom(Hn) を Hn 上の等長変換全体のつくる群とし，

Isom+(Hn)を向きを保存する等長変換からなる Isom(Hn)の部分群とする．
このとき，Isom(Hn)/Isom+(Hn) ∼= Z2 である．

CをRn−1に直交するRn
+内の n−1次元半球面とし，その中心を o(C), 半

径を r(C)とおく．x ∈ Rn \ {o(C),∞}対して，α = α(C, x)を o(C)と始点
とし xを通るRn

+内の半直線とする．このとき，γC(x)を |γC(x)− o(C)||x−
o(C)| = r(C)2 みたす α上の点とする．x = o(C),∞のときは，γC(o(C)) =
∞, γC(∞) = o(C)とする（図 2.1参照）．このようにして定義される写像

C

o(C)

x

α(C,x)

γ  (x)
C

v

(γ  ) (v)
C *

θ

図 2.1

γC : Rn
+ −→ Rn

+ を，C に関する Rn
+ の鏡映という．定義より，鏡映は Rn

の向きを逆にする変換であり，Fix(γC) = C をみたすことがわかる．偶数個

の鏡映 γC1 , . . . , γC2n の合成写像 γC1 ◦ · · · ◦ γC2n をRn
+のMöbius変換とい

う．Möb(Rn
+)を Rn

+ 上の Möbius変換のつくる群とする．Möbius変換が，
円円対応性と等角性をもつことはよく知られている．証明は，第A.1節にあ
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る．ここで「円」とは，Rn 内の n − 1次元 Euclid球面または n − 1次元平
面を意味する．

命題 2.1. Isom+(Hn) = Möb(Rn
+).

証明. 最初に，γCがH3の等長変換であることを示す．簡単のため，o(C) = 0

の場合を考える．r(C) = rとおくと，任意の x ∈ H3 と v ∈ Tx(H3)に対し

て，|(γC)∗(v)| =
r2

|x|2
|v|が成り立つ（式 (A.1), p. 66参照）．Rn−1と α(C, x)

が原点でなす角を θとすると，x, γC(x)の第 n座標は，|x| sin θ,
r2

|x|
sin θで

ある．したがって，

‖(γC)∗(v)‖ (1.2)
=

|(γC)∗(v)|
r2

|x|
sin θ

=

r2

|x|2
|v|

r2

|x|
sin θ

=
|v|

|x| sin θ

(1.2)
= ‖v‖

となる．よって，γCはHnの等長変換である．メビウス変換は偶数個の鏡映の

合成であるから，向きを保つHnの等長変換である．したがって，Möb(Rn
+) ⊂

Isom+(Hn).
逆の包含関係Möb(Rn

+) ⊃ Isom+(Hn)は，命題 1.6と同様の議論を使って
証明できる．ただし，命題 1.4の代わりに，下の命題 2.2 (1)を使う．

以下では 3次元双曲空間H3のみ扱う．H3 = R3
+ = C×R+, H3 = C × R+

であり，無限遠境界 S2
∞ は，Riemann 球面 Ĉ と同一視される．(2.1) より，

H3 上の計量は，

ds2 =
dx2 + dy2 + dt2

t2
=

|dz|2 + dt2

t2
(2.2)

で与えられる．Möb(Ĉ)を Ĉ上のMöbius変換全体のつくる群とする．
Möb(C × R+)の要素 f の制限写像 f |

bCは，Ĉ上のMöbius変換であるか
ら，Möb(Ĉ)の要素を定義する．次の練習問題はその逆が成り立つという主
張である．

問題 2.1. Möb(Ĉ)の要素 γ に対して，f |
bC = γ となる f ∈ Möb(C × R+)

が一意的に存在するすることを示せ．

（ヒント：Möb(bC)の要素は，偶数個の bC上の鏡映の合成として表せる．これらの

鏡映は，C × R+ 上の鏡映に一意的に拡張される．）

問題 2.1より，Möb(C × R+) = Möb(Ĉ)とみなすことができる．さらに，
Ĉ上のMöbius変換であることは，1次分数変換であることと同値であるの
で，Möb(Ĉ)は SL2(C)の剰余群 PSL2(C) = SL2(C)/{±I}と同一視される．

A ∈ PSL2(C)の要素は，A = ±

(
a b

c d

)
, (a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1)で与え

25



られる．このとき，1次分数変換 z 7→ az + b

cz + d
で与えられるMöb(Ĉ)の要素

を fA とあらわす．命題 2.1と上の結果より，次のような同一視ができる．

Isom+(H3) = Möb(C × R+) = Möb(Ĉ) = PSL2(C).

命題 2.2. 次の (1), (2)が成り立つ．

(1) H3 の測地線は，Cに直交する半円または半直線．

(2) H3 の全測地面は，Cに直交する半球面または半平面（図 2.2参照）．

C

2l

1l

P

C

図 2.2 l1, l2 は測地線，C, P は全測地面．

H3内の平面 C が全測地面 (totally geodesic)であるとは，C に接する任意

の測地線が C に含まれることをいう．

証明. (1)の証明は，命題 1.4 (p. 3)と同様である．命題 1.4の証明では，補
題 1.3の関係式Möb(R2

+) ⊂ Isom+(H2)を使ったが，ここでは，その代わり
に命題 2.1の前半の主張Möb(Rn

+) ⊂ Isom+(Hn)を使う．
(2)の主張は，(1)より明らかである．実際，全測地面Cに接する測地線は，

C とCに直交する半平面 P の共通部分である．

線形代数の基本的な結果より，任意の A ∈ PSL2(C) \ {IdH3}に対して次
がいえる．

(A.1) trace(A) = ±2とのき，Aは PSL2(C)において，A0 = ±

(
1 1
0 1

)
に

共役である．

(A.2) trace(A) 6∈ Rまたは trace(A) ∈ Rかつ |trace(A)| > 2とのき，Aは

PSL2(C)において，A0 = ±

(
λ 0
0 λ−1

)
(|λ| > 1)に共役である．

26



(A.3) trace(A) ∈ Rかつ |trace(A)| < 2 とのき，A は PSL2(C)において，

A0 = ±

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
(θ ∈ R, 0 < θ < π)に共役である．

問題 2.2. (A.1), (A.2), (A.3)を証明せよ．
（ヒント：A0 を Aの Jordan標準形とするとき，trace(A0) = trace(A)である．）

定義 2.3 (等長変換の分類). A ∈ PSL2(C)に対応するH3 の等長変換を fA

とおく．

(A.1)の場合，fA を放物型変換 (parabolic transformation)という．

(A.2)の場合，fAを斜航型変換 (loxodromic transformation)という．特に，
λ ∈ Rのときは，fA を双曲型変換 (hyperbolic transformation)ともいう．

(A.3)の場合，fA を楕円型変換 (elliptic transformation)という．

H3の等長変換 fAは，C × R+上のMöbius変換なので，円円対応性と等角
性をもつ．fAの挙動は，これらの性質と制限写像 fA|

bCの挙動から理解できる．

以下では，fA0 = f0, fA = f とおく．また hを，A = BA0B
−1をみたす要素

B ∈ PSL2(C)に対応するH3の等長変換とする．このとき，f = h ◦ f0 ◦h−1

となる．z ∈ C, s > 0に対し，Cs(z)を，円周 ∂Bs(z,C)を無限遠境界とす
るH3の全測地面とする．また，zと∞を端点にもつH3の測地線を l(z)と
おく．

(A.1) の場合．A0 = ±

(
1 1
0 1

)
より，f0(z) = z + 1 (z ∈ C). よって，

Fix(f0|
bC) = {∞}. 任意の点 (z, t) ∈ H3 は，Ct(z) と l(z) の交点である．

f0(Ct(z)) = Ct(z +1), f0(l(z)) = l(z +1)であるから，f(z, t)はCt(z +1)と
l(z+1)の交点である．したがって，f(z, t) = (z+1, t). 特に，Fix(f0|H3) = ∅
がいえる．任意の t0 > 0に対し，水平面 Ht0 = {(z, t) ∈ H3 ; t = t0}を∞
を基点にもつホロ球面 (horosphere)という．f0はHt0 を不変にする．すなわ

ち，f0(Ht0) = Ht0（図 2.3 (a)参照）．一般の放物型変換 f は，H = h(Ht0)
を不変にする．H は Cと zf = h(∞)で接する Euclid球面である．この H

を zf を基点にもつホロ球面という（図 2.3 (b)参照）．このとき，

Fix(f |
bC) = h(Fix(f0|

bC)) = {zf}, Fix(f |H3) = h(Fix(f0|H3)) = ∅

が成り立つ．

(A.2)の場合．A0 = ±

(
λ 0
0 λ−1

)
より，f0(z) = λ2z (z ∈ C). すなわち，

f0|
bCは原点を中心とした回転と拡大の合成であり，Fix(f0|

bC) = {0,∞}が成り
立つ．したがって，f0|H3 は，R+-軸 l(0)を不変にする．l(0)を f0の斜航軸ま

たは単に軸といい，αf0とあらわす．|λ| > 1より，λ2 = reiϕ (r, ϕ ∈ R, r > 1)
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(a) (b)

H

C

Ht0

C zfzf

図 2.3

とおける．任意の点 (z, t) ∈ H3に対して，s =
√
|z|2 + t2とおくと，Cs(0)は

(z, t)を含む．よって，(z, t)はCs(0)と l(z)の交点である．f0(Cs(0)) = Crs(0),
f0(l(z)) = l(reiϕz)であるから，f0(z, t) = (reiϕz, rt)となる（図 2.4参照）．
特に，Fix(f0|H3) = ∅ であることがわかる．p = (0, t) ∈ αf0 に対しては，

αf
0

C

図 2.4

f0(p) = (0, rt)である．したがって，d(p, f0(p)) = log r = 2 log |λ|. 一般の斜
航型変換 f は，h(0), h(∞)を端点にもつ測地線αf を不変にする．このαf を，

f の斜航軸または軸という．αf の端点が f |
bCの不動点である（図 2.5参照）．

また，任意の q ∈ αf に対し，d(q, f(q)) = d(h−1(q), f0(h−1(q))) = 2 log |λ|
である．この値を，f の推移距離 (translation length)という．λ ∈ Rのとき，

すなわち f が双曲型変換のときは，f は軸 αf に沿った移動のみであり，ス

パイラルは起こらない（図 2.6 (a), (b)参照）．

(A.3)の場合．A0 = ±

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
より，f0(z) = e2iθz (z ∈ C). したがっ

て，Fix(f0|
bC) = {0,∞}となる．点 (z, t) ∈ H3 は，Cs(0) (s =

√
|z|2 + t2)
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図 2.5 点線に沿って上下の図を貼り付けたものが実際の状況である．f の 2
つの不動点が互いに接近し 1点になったとき，f は放物型変換に変わる．状

況も，図 2.3 (b)のように変化する．

αf
0

(a) (b)

p
q

f (q)

f  (p)
0

αf

図 2.6

と l(z)の交点であるから，f(x, t)は f(Cs(0)) = Cs(0)と f(l(z)) = l(e2iθz)
の交点である．これから，f(z, t) = (e2iθz, t)であることがわかる．よって，
Fix(f0|H3)はR+-軸 l(0)であり，f0は l(0)を中心とした 2θ回転である．l(0)
を f0の回転軸といい，αf0 とあらわす（図 2.7 (a)参照）．一般の楕円型変換
f は，h(0), h(∞)を端点にもつ測地線 αf を不動点集合としてもつ．この αf

を f の回転軸という（図 2.7 (b)参照）．

以上をまとめると次の命題が成り立つ．

命題 2.4. f を Isom+(H3)の恒等写像以外の要素とする．

(1) f が放物型変換のとき，f は Ĉにおいて唯一の不動点 zf をもち，zf を

基点とするホロ球面を不変にする．

(2) f が斜航型変換のとき，f は Ĉにおいて 2つの不動点をもち，それらの
点を端点にもつ測地線 αf を不変にする．
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(a) (b)

αf
0

αf

図 2.7

(3) f がH3内に不動点をもてば，f は楕円型変換であり，その不動点集合は

測地線 αf である．

(4) f が有限位数をもつとき，f は有理回転の楕円型変換である．

問題 2.3. H3 の任意の全測地面 C は，双曲平面H2 に等長的であることを

示せ．

（ヒント： 全測地面 H = {(x, y, t) ∈ H3 ; y = 0}は，計量 ds2 =
dx2 + dt2

t2
をもつ

ので，H2 と等長的である．また，H3 の等長変換 f で，f(C) = H をみたすものが

ある．）

Isom+(H3) = PSL2(C)の離散部分群を，Klein群 (Kleinian group)とい
う．次の命題は，命題 1.12 (p. 11)と同様に証明できる．

命題 2.5. Gを PSL2(C)の部分群とするとき，次の (1), (2)が成り立つ．

(1) GがKlein群であるための必要十分条件は，等長作用G y H3が真性不

連続となることである．

(2) GをKlein群とするとき，作用G y H3が自由であるための必要十分条

件は，Gが楕円型要素を含まないことである．またこれは，Gがねじれ

をもたないことと同値である．

系 2.6 (cf. 系 1.13). G がねじれをもたない Klein 群であるとき，商写像
p : H3 −→ M = H3/Gは被覆射影である．さらに，M はH3 から誘導され

た計量をもつ向き付け可能な 3次元多様体である．

定義 2.7. 系 2.6 で与えられた M 上の誘導計量を，双曲計量 (hyperbolic
metric) といい，この計量をもつ多様体を双曲 3 次元多様体 (hyperbolic 3-
manifold)という．
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2.2 双曲 3次元閉多様体の性質と双曲化予想

代表的な双曲 3次元閉多様体の例をあげる．このとき，双曲 3次元空間H3

の Poincaré 円板モデル (Poincaré disk model)

D3 = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + z2 < 1}, ds2
D3 =

4(dx2 + dy2 + dz2)
(1 − x2 − y2 − z2)2

を使うと便利である．R3 上のMöbius変換で，D3 をH3 上に等長的に写す

ものが存在することは，命題 1.8 (p. 9)と同様に証明できる．
次に紹介する双曲多様体の構成法は，例 1.26 (p. 21)の 3次元版といえる．

例 2.8 (Seifert-Weber多様体). H3 = D3とする．Euclid単位球面∂B3に内接

する正12面体をP とする．v1, · · · , v20をP の頂点とする．0を中心とする双曲

半径 r > 0の球面と，半測地線0, viとの交点を vi(r)とする．v1(r), · · · , v20(r)
を頂点にもち，すべての面が全測地的な双曲正 12面体を P (r)とおく．また，
P (r)の各辺に沿っての面角を θ(r)とする．PeucをEuclid正 12面体とすると，
その各面 Fj は Euclid正 5角形である．Fj の内角は 3π/5であるから，Peuc

の各辺に沿っての面角 θeucは，1辺の長さが 3π/5の球面正 3角形 Y3π/5の内

角に一致する（図 2.8参照）．c = cos(3π/5), s = sin(3π/5)とおくと，球面

vi

3π/5

eucθ

図 2.8 Peuc の頂点 vi の近傍．EEEEEE　　 は，Y3π/5 に相似な 3角形．

3角形の余弦定理より，c = c2 + s2 cos(θeuc), すなわち cos(θeuc) = c/(1 + c)
が成り立つ．−1 < c < 0であるから，limr→0 θ(r) = θeuc > π/2がいえる．
一方，r = ∞ のとき，P (∞) の各頂点は S2

∞ 上にある．各頂点を基点とす

る充分小さなホロ球面と P (∞)との交点は Euclid正 3角形である．これは，
limr→∞ θ(r) = π/3 を意味する．中間値の定理より，θ(r0) = 2π/5 となる
r = r0が存在する．P0 := P (r0)の 6組の対面を 3π/5の回転をもつ斜航的変
換で同一視することによって得られる商空間をM とする（図 2.9 (a)参照）．
P0 の面の対応は図 2.9 (b)の番号付けに関して，

〈1, 2, 3, 4, 5〉 ↔ 〈17, 18, 19, 20, 16〉 〈4, 14, 9, 15, 5〉 ↔ 〈17, 16, 6, 12, 7〉
〈2, 12, 7, 13, 3〉 ↔ 〈20, 19, 9, 15, 10〉 〈1, 5, 15, 10, 11〉 ↔ 〈8, 18, 17, 7, 13〉
〈3, 13, 8, 14, 4〉 ↔ 〈16, 20, 10, 11, 6〉 〈1, 11, 6, 12, 2〉 ↔ 〈19, 18, 8, 14, 9〉

であらわされる．このとき，P0の 20個の頂点は，M 上では 1点になる．また，
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図 2.9 番号 i (i = 1, · · · , 20)の付随した頂点を vi とする．(a) f は P0 の最

前面を最底面に移す斜航的変換である．

M 内では，P のちょうど 5辺が同じ像をもつ．例えば，図 2.9 (b)において，
ラベル eのついた P0 の 5辺がM 内の 1本の測地線分に対応する．P0 の任

意の辺における面角は 2π/5であるから，P0上の双曲構造から誘導されるM

上の構造は通常の双曲構造である．この双曲閉多様体M を Seifert-Weber

多様体という．

p : H3 −→ M を双曲 3 次元多様体の普遍被覆とする．x ∈ M に対し，

p(x̃) = xをみたす点 x̃ ∈ H3 をとる．任意の 0 < r ≤ sに対し，制限写像

p|Br(ex,H3) : Br(x̃,H3) −→ M が埋め込みとなるような s > 0が存在する．こ
のような sの上限を，M の xにおける単射半径といい，injx(M)とあらわす．
injx(M) = ∞ならば，明らかにM = H3 である．

問題 2.4. x ∈ M に対し，r(x) = injx(M)とおく．このとき，任意の y ∈
Br(x)/2(x)に対して，injy(M) ≥ r(x)/2であることを示せ．

命題 2.9 (双曲 3次元閉多様体の特徴). 双曲 3次元閉多様体M は次の性質

をみたす．

(H.1) M の基本群 π1(M)は無限群であり，高次ホモトピー群 πn(M) (n =
2, 3, . . . ) はすべて自明な群である．すなわち，M は K(π, 1) 空間で
ある．

(H.2) π1(M)は Z×Zに同型な部分群をもたない．このような多様体は，非

トーラス的 (atoroidal)であるという．

証明. p : H3 −→ M = H3/Gを系 2.6で与えられた，局所等長的な被覆射影
とする．H3 は単連結であるから，π1(M)は Gと同型である．

(H.1) M はコンパクトであるから有限体積 V をもつ．もしGが有限群（位

数 d）であったならば，H3は有限体積 V dをもつ．これは，明らかに矛盾で
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ある．したがって，π1(M) ∼= Gは無限群である．H3 はR3 に同相であるか

ら可縮である．よって，n ≥ 2のとき，πn(M) ∼= πn(H3) = {0}.
(H.2) Gはねじれをもたないので，命題2.5より，Gは楕円型要素を含まない．

問題 2.4とMのコンパクト性より，inj(M) = inf{injx(M) ; x ∈ M} > 0であ
る．これは，Gが放物型要素を含まないことを意味する．実際，Gが放物型要素

f を含むならば，(A.1) (p. 27)で与えた変換 fA0に共役である．H3 = C×R+

の点 xt = (0, t)に対し，fA0(xt) = (1, t)である．(2.2)より，xtと fA0(xt)を
つなぐ線分 [0, 1]×{t}の双曲長は 1/tであるから，distH3(xt, fA0(xt)) ≤ 1/t.
よって，distH3(yt, f(yt)) ≤ 1/t をみたす H3 の点 yt が存在する．これは，

injp(yt)(M) ≤ 1/2tを意味するので，inj(M) > 0に矛盾する．したがって，G

の 1以外の要素はすべて斜航的であることがわかった．
f, gを fg = gf をみたす G \ {1}の要素とする．必要ならば f, gに同じ共

役をとることによって，

f = ±

(
λ 0
0 λ−1

)
(|λ| > 1), g = ±

(
α β

γ δ

)

とおける．だだし，gは斜航的なので，α+δ 6∈ Rであるか，またはα+δ ∈ R

かつ |α + δ| > 2 をみたす．fg = gf より，ε = 1または ε = −1に対して，(
λα λβ

λ−1γ λ−1δ

)
= ε

(
λα λ−1β

λγ λ−1δ

)
(2.3)

が成り立つ．α = δ = 0とはならないので，等式 (2.3)の両辺の (1,1)成分，
(2,2)成分を比較することにより，ε = 1であることがわかる．さらに，|λ| > 1
であるから，両辺の (1,2)成分，(2,1)成分を比較することにより，β = γ = 0

である．よって，g = ±

(
α 0
0 α−1

)
となる．Fix(f |

bC) = Fix(g|
bC) = {0,∞}

であるから，f, gはR+-軸 lを不変にする．f, gの生成するGの部分群H は，

lに自由かつ真性不連続に作用する．命題 1.10より，商写像 q : l −→ l/H は

被覆射影であり，l/H は 1次元多様体である．lは単連結であるから，H は

π1(l/H)に同型である．1次元多様体の基本群は，{1}またはZに同型である

ので，Z×Zとは同型でない．これから，(H.2)が成り立つことがわかる．

注意 2.10. 双曲 3次元多様体M がコンパクトでないとき，π1(M)は，Z×Z

に同型な部分群 H を含む場合もある．このとき H は，2つの放物型要素に
よって生成される．

例 2.8は，2次元版の例 1.26と比べ構成が複雑になっている．このような
状況から，かなり限定された 3次元閉多様体のみが双曲構造をもつように思
える．しかし現在では，広い範囲の 3次元閉多様体が双曲構造をもつことが
わかっている．
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Thurston [Th2]によって提案された幾何化予想は，G. Perelmanによって
証明された．この予想は，Poincaré 予想「単連結な 3次元閉多様体は 3次元
球面 S3 に同相である」の肯定解も含んでいるので，非常に注目度の高いも

のであった．それだけでなく，幾何化予想は，次の双曲化予想（命題 2.9の
逆）も含んでいる．

定理 2.11 (双曲化予想：Perelman). 命題 2.9の性質 (H.1), (H.2)をみたす
3次元閉多様体M は，双曲構造をもつ．すなわち，ねじれをもたないKlein
群 Gで，H3/GがM と同相になるものが存在する．

注意 2.12. Perelmanによる幾何化予想の証明法は，3次元閉多様体上に任
意に与えられた Riemann計量 gij を Ricciフローとよばれる一種の熱方程式

∂

∂t
gij = −2Rij

を使って変形し，可能な限り幾何計量に近づけていくというものである．そ

の証明は，微分幾何的・解析的なものであり，著者の理解できる範囲をはる

かに超えている．3次元閉多様体の幾何化予想に関する詳細は，戸田 [Td]お
よびその文献を参考にしてほしい．

一方，基本群が有限生成の双曲 3次元開多様体の場合，双曲構造をもつため
の必要十分条件を，双曲幾何的手法のみを使って与えることができる．そこで，

中心的な役割を担うのが，Thurstonの一意化定理 (Uniformization Theorem)
である. この定理の詳細は，Morgan [Mo], Kapovich [Ka], Otal [Ot]等を参
照せよ．

2.3 双曲 3-単体

H3内の任意の全測地面 C はH2に等長であった（問題 2.3）．C 内の任意

の双曲 3角形をH3の測地 3角形という．H3内の 3-単体∆で，各辺が測地
線であり，各面が測地 3角形であるものを双曲 3-単体 (hyperbolic 3-simplex)
または双曲 4面体という．∆の頂点は，無限遠球面 Ĉ上にあってもよいとす

る．このような頂点を理想頂点という．

∆を 4頂点 v0, v1, v2, v3がすべて Ĉ上にあるような双曲 3-単体とする．H3

の測地線 vi, vj を αij とおく（図 2.10 (a)参照）．α01と α23をつなぐ最短測

地線分 σは α01, α23に直交する．σを含む測地線を回転軸とする，回転角 π

の楕円型変換は ρ1は，α01, α23を不変にする．したがって，ρ1(∆) = ∆. 同
様に，α02, α13を π-回転する楕円型変換 ρ2と， α03, α12を π-回転する楕円
型変換 ρ3 も定義できる．ρ1, ρ2, ρ3 が生成する Isom+(H3)の部分群 Γ∆ は，

∆を不変にする．代数的には，Γ∆ は Z2 × Z2 に同型である．

等長変換で∆を移動し，v1, v2, v3がCの単位円周上にあり，v0 = ∞とな
るようにする．このとき，高さ t = t0 > 1の（水平）ホロ球面と∆との共通
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部分は Euclid 3角形 T になる（図 2.10 (b)参照）．したがって，T の内角を

α, β, γ とすると，α + β + γ = π である．T は，Γ∆ によって，v1, v2, v3 に

基点をもつホロ球面上に等角に写されるので，どの頂点のまわりでも，3つ
の面がつくる面角は α, β, γである．これは，すべての頂点が理想的である双

曲 3-単体の著しい特徴である．以下では，このような双曲 3-単体を∆α,β,γ と

おく．

次に∆α,β,γの体積を求める．そのため，次のLobachevsky関数を考える．

L(θ) = −
∫ θ

0

log |2 sin u| du (−∞ < θ < ∞)

問題 2.5. 次を示せ．

(1)
∫ π/2

0

log(sinu) du = − π

2
log 2.

(2) L(π/2) = L(π) = 0.

(3) 任意の n ∈ Zに対し，L(θ + nπ) = L(θ).

(4) L(2θ) = 2L(θ) + 2L(θ + π/2).

（ヒント：(1)は，広義積分の演習問題としてよくみかける．(3)では，| sin u|の π-

周期性を使う．(4)では，2u = tの変数変換を使う．）

次の定理を証明しよう．

定理 2.13. α, β, γ ≥ 0, α + β + γ = πをみたす任意の α, β, γ に対して，次

が成り立つ．

(1) Vol(∆α,β,γ) = L(α) + L(β) + L(γ).

(2) Vol(∆α,β,γ) ≤ Vol(∆π/3,π/3,π/3). 等号成立条件は α = β = γ = π/3.
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任意の双曲 3-単体は，すべての頂点が理想的であるような双曲 3-単体に含
まれる．したがって定理 2.13より，∆π/3,π/3,π/3は，等長同値を別にして，体

積が最大となるただ一つの双曲 3-単体である．∆π/3,π/3,π/3を正則理想 3-単

体 (regular ideal 3-simplex)といい，その体積を

v3 = Vol(∆π/3,π/3,π/3) = 1.014916 · · · (2.4)

とおく．

0 ≤ α < π/2に対し，C = R2内の，Euclid 3角形 Tα = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤
x ≤ cos α, 0 ≤ y ≤ x tanα}を考える．このとき，

∆α = {(x, y, t) ∈ H3 ; (x, y) ∈ Tα, x2 + y2 + t2 ≥ 1}

は，2つの頂点 (0, 0, 1), (cos α, 0, sinα)と 2つの理想頂点 (cos α, sinα, 0), ∞
をもつ双曲 3-単体である（図 2.11参照）．定理 2.13を証明する上で次の補題

∆α

α

x

y

t

Tα

x

y

0

α

1

図 2.11

が重要である．

補題 2.14. Vol(∆α) =
1
2
L(α).
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証明. (2.2)より，H3 の体積要素は
dxdydt

t3
である．したがって，

Vol(∆α) =
∫∫∫

∆α

dxdydt

t3
=

∫∫
Tα

dxdy

∫ ∞

√
1−x2−y2

dt

t3

=
∫∫

Tα

dxdy

2(1 − x2 − y2)
=

1
2

∫ cos α

0

dx

∫ x tan α

0

dy

(
√

1 − x2)2 − y2

(1)
=

1
4

∫ cos α

0

1√
1 − x2

log

∣∣∣∣∣
√

1 − x2 + x tanα√
1 − x2 − x tanα

∣∣∣∣∣ dx

(2)
=

1
4

∫ α

π/2

1
sin θ

log
∣∣∣∣ sin θ cos α + cos θ sinα

sin θ cos α − cos θ sinα

∣∣∣∣ (− sin θ) dθ

=
1
4

∫ π/2

α

(
log |2 sin(θ + α)| − log |2 sin(θ − α)|

)
dθ

=
1
4
(
−L(π/2 + α) + L(π/2 − α) + L(2α)

) (3)
=

1
4
· 2L(α) =

1
2
L(α)

となる．ただし，上の等号 “
(1)
= ”では，よくある不定積分の公式を使った．

“
(2)
= ” では，変数変換 x = cos θ をおこなった．また，“

(3)
= ” では，問題

2.5 (4)と Lobachevsky関数の性質 L(−θ) = −L(θ)を使った．

定理 2.13の証明. (1) T̂ を，v1, v2, v3 を頂点にもつ C内の Euclid 3角形と
する. このとき，T̂ の内角は α, β, γである．必要ならば T̂ を平行移動するこ

とにより，Cの原点 0が T̂ の垂心になると仮定できる．

まず，T̂ が鋭角 3角形の場合，すなわち α, β, γ < π/2の場合を考える．こ

(a) (b)

α

α α αα
β

β

β

β

β

β
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γ
γ
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v
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図 2.12 (b) EEEEEE　　 の 3角形は Tπ−γ に等長同値な 2個の直角 3角形に分割さ
れる．

のとき，T̂ は図 2.12 (a)のように 0を共通頂点としてもつ 6個の直角 3角形
に分割される．したがって補題 2.14より，

Vol(∆α,β,γ) = 2
(
Vol(∆α) + Vol(∆β) + Vol(∆γ)

)
= L(α) + L(β) + L(γ).
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次に，γ ≥ π/2の場合を考える．図 2.12 (b)からわかるように，T̂ は Tα,
Tβ に合同な 3角形 2個づつからなる 4角形から，Tπ−γ に合同な 3角形 2個
からなる 3角形を取りのぞいてできる．したがって，

Vol(∆α,β,γ) = 2
(
Vol(∆α) + Vol(∆β) − Vol(∆π−γ)

)
= L(α) + L(β) − L(π − γ) = L(α) + L(β) + L(γ).

(2) の証明は練習問題とする．

問題 2.6. 定理 2.13 (2)を証明せよ．
（ヒント：f(α, β) = Vol(∆α,β,γ) = L(α) + L(β) − L(α + β) は，コンパクト集合

K = {(α, β) ; α ≥ 0, β ≥ 0, α + β ≤ π}上で定義された連続関数であり，K の内部

では偏微分可能である．K の境界上で f = 0, K の内部で f > 0なので，f が K の

内部でとる極値の中に最大値がある．）

2.4 擬等長写像と無限遠境界

定義 2.15. 距離空間 (X, dX), (Y, dY )の間の写像 h : X −→ Y は，次の条

件 (1), (2)をみたす定数 λ ≥ 1, C ≥ 0 が存在するとき，擬等長写像 (quasi-
isometry)（より正確には， (λ, C)-擬等長写像）という．

(1) 任意の x, x′ ∈ X に対して，

λ−1dX(x, x′) − C ≤ dY (h(x), h(x′)) ≤ λdX(x, x′) + C.

(2) 任意の y ∈ Y に対して，dY (h(x), y) ≤ C をみたす x ∈ X が存在する．

擬等長写像は，必ずしも連続写像とは限らないことに注意せよ．

命題 2.16. 定義 2.15の hに対して，

dY (h(j(y)), y) ≤ C (y ∈ Y ), dX(j(h(x)), x) ≤ 2λC (x ∈ X)

をみたす (λ, 3λC)-擬等長写像 j : Y −→ X が存在する．

証明. 定義 2.15 (2)より，任意の y ∈ Y に対し，dY (h(x), y) < Cをみたすx ∈
Xを対応させる写像 j : Y −→ Xがつくれる．x = j(y)より，dY (h(j(y)), y) <

C である．一方，任意の x ∈ X に対し，h(x) = yとおくと，

dX(j(h(x)), x) ≤ λ(dY (h(j(h(x))), h(x)) + C) = λ(dY (h(j(y)), y) + C)

≤ λ(C + C) = 2λC

が成り立つ．また，任意の y, y′ ∈ Y に対し，

dY (y, y′) ≤ dY (h(j(y)), h(j(y′))) + 2C ≤ λdX(j(y), j(y′)) + 3C.

ゆえに，λ−1dY (y, y′)−3λ−1C ≤ dX(j(y), j(y′)). 同様にして，dX(j(y), j(y′)) ≤
λdY (y, y′) + 3λC. したがって，j は (λ, 3λC)-擬等長的である．
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例 2.17. M,N を n次元 Riemann閉多様体とし，f : M −→ N を可微分ホ

モトピー同値写像，g : Y −→ X を f の可微分ホモトピー逆写像とする．す

なわち，H(x, 0) = g ◦ f(x), H(x, 1) = x (x ∈ X)をみたす可微分写像 H :
M × [0, 1] −→ M と，J(y, 0) = f ◦ g(y), J(y, 1) = y (y ∈ Y )をみたす可微分
写像J : N×[0, 1] −→ Nが存在する．この条件を，g◦f 'H IdM , f◦g 'J IdN

とあらわす．任意の x ∈ M に対して，N 内の曲線 cx : [0, 1] −→ N (cx(t) =
H(x, t))の長さを Len(cx)であらわす．Len(H) = sup{x ∈ M ; Len(cx)}を
ホモトピーH の移動距離と考える．M,N はコンパクトであるから，

Len(H) ≤ C0, Len(J) ≤ C0 (2.5)

をみたす定数 C0 > 0が存在する．また，

‖df‖ = sup
{
‖df(v)‖ ; v ∈ T (M), ‖v‖ = 1

}
≤ λ,

‖dg‖ = sup
{
‖dg(w)‖ ; w ∈ T (N), ‖w‖ = 1

}
≤ λ

(2.6)

をみたす定数 λ ≥ 1も存在する．
M̃ , Ñ をM , N の普遍被覆，H̃ : M̃ × [0, 1] −→ M̃ , J̃ : Ñ × [0, 1] −→ Ñ ,

f̃ : M̃ −→ Ñ , g̃ : Ñ −→ M̃ を，それぞれ H, J , f , g の普遍被覆へのリ

フトで，g̃ ◦ f̃ '
eH Id

fM
, f̃ ◦ g̃ '

eJ Id
eN をみたすものとする

5)．(2.5) より，
Len(H̃) ≤ C0, Len(J̃) ≤ C0 であるから，任意の x ∈ M̃ , y ∈ Ñ に対して，

d
fM

(x, g̃ ◦ f̃(x)) ≤ C0, d
eN (y, f̃ ◦ g̃(y)) ≤ C0 (2.7)

が成り立つ．(2.6)より，‖df̃‖ ≤ λであるから，任意の x, x′ ∈ M に対して，

d
eN (f̃(x), f̃(x′)) ≤ λd

fM
(x, x′)

となる．一方，‖dg̃‖ ≤ λより，

d
eN (f̃(x), f̃(x′)) ≥ λ−1d

fM
(g̃ ◦ f̃(x), g̃ ◦ f̃(x′))

≥ λ−1
(
d

fM
(x, x′) − d

fM
(x, g̃ ◦ f̃(x)) − d

fM
(x′, g̃ ◦ g̃(x′)

)
≥ λ−1d

fM
(x, x′) − C

が成り立つ．ただし，C = 2λ−1C0とする．また (2.7)の第 2式より，任意の
y ∈ Y に対し，g̃(y) = xとおくと，d

eN (y, f̃(x)) ≤ C0 となる6)．以上の結果

により，f のリフト f̃ : M̃ −→ Ñ が擬等長写像であることがわかった．

以下では，距離空間が双曲空間H3の場合を考える．系 1.18より，δ = log 3
とおくと，H3内の任意の測地 3角形は δ-スリムである．ここでは，測地 3角
形のスリム性に頼って議論を進める．

5)厳密には，このようなリフトの存在は，ホモトピー・リフト定理によって保証される．
6)f がホモトピー同値写像であることを使って， ef が全射であることを示すこともできる．
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補題 2.18. j を H3 内の測地線分とし，r を r ≥ 6δ をみたす定数とする．

p, q ∈ H3 \ Nr(j) に対し，p0, q0 を，p, q から最短にある j 上の点とする．

d(p, q) ≤ r − 4δならば，d(p0, q0) ≤ 8δが成り立つ．

この補題の重要な点は，上界 8δが，rの大きさによらないことにある．

証明. q, q0上に，d(q0, q1) = 2δをみたす点 q1をとる．∆(q, q0, p0)は δ-スリ
ムであるから，q, p0上に d(s, q1) ≤ δをみたす点 sが存在する（図 2.13 (a)参
照）．また，∆(p, p0, q)は δ-スリムであるから，p, p0 ∪ p, qに d(s, p1) ≤ δを

j

q

p

0
p

0
q

1
q

s

q

s

(a) (b)

N   (j)r

1
p

1
p

0
q

1
q

図 2.13 (b) p1 ∈ p, qの場合．

みたす点 p1 が存在する．もし p1 ∈ p, qであったならば，

d(q0, q) ≤ d(q0, q1) + d(q1, s) + d(s, p1) + d(p1, q)

< 2δ + δ + δ + (r − 4δ) < r

となる（図 2.13 (b)参照）．これは，q 6∈ Nr(j)であることに矛盾する．した
がって，p1 ∈ p, p0. このとき，

d(p1, p0) = d(p1, j) ≤ d(p1, s) + d(s, q1) + d(q1, q0) ≤ δ + δ + 2δ = 4δ.

よって，求める不等式

d(p0, q0) ≤ d(p0, p1) + d(p1, s) + d(s, q1) + d(q1, q0) ≤ 8δ

が得られた．

Rの区間 I から，H3 への連続写像 c : I −→ H3 を道という．I = [a, b]を
閉区間とし，a = x

(n)
0 , x

(n)
1 , · · · , x

(n)
2n = bを，I の 2n 等分点とする．

ln =
2n∑
i=1

d
(
c
(
x

(n)
i−1

)
, c

(
x

(n)
i

))
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とおくと，{ln}は単調増加数列である．supn{ln} < ∞のとき，cを長さの

定まる道 (rectifiable path)といい， lim
n→∞

ln = Len(c[a, b])とおく．

定義 2.19. α : [u, v] −→ H3 を長さの定まる道（のパラメータ）とする．定

数K ≥ 1, C ≥ 0に対して，αが (K, C)-擬測地線分 (quasi-geodesic arc)で
あるとは，u ≤ s < t ≤ vをみたす任意の s, tに対して，

Len(α([s, t])) ≤ Kd(α(s), α(t)) + C (2.8)

が成り立つことをいう．

命題 2.20. α : [u, v] −→ H3 を (K,C)-擬測地線分とする．このとき，定数
r = r(δ,K,C) > 0で，α([u, v]) ⊂ Nr(α(u), α(v))をみたすものが存在する．

ただし，r = r(δ,K,C)は，rが δ,K,C のみに依存して決まる定数である

ことを意味する．この命題の重要な点は，定数 rが αの長さによらないこと

にある．

証明. αのパラメータとして弧長パラメータをとる．すなわち，任意の u ≤
s < t ≤ v に対して，Len(α([s, t])) = t − sをみたすとする．j = α(u), α(v)
とおく．r0 ≥ 6δ, τ(r0) := K−1(r0 − 4δ − C0) > 0みたす r0を考える．ただ

し，C0 = KC とする，r0 の具体的な値は，後で決める．α([s, t])を，

α(s), α(t) ∈ Nr0(j), α((s, t)) ⊂ H3 \ Nr0(j)

をみたす αの部分線分とし，p, qを α(s), α(t)から最短にある j 内の点とす

る．ここで，nτ(r0) ≤ t − s < (n + 1)τ(r0)をみたす n ∈ N ∪ {0}を上から
評価する．α([s, t])は，n + 1個の長さが τ(r0)以下の線分に分割できる．

α(u)

α(t)α(s)

α(v)qp

N    (j)r
0

図 2.14

τ(r0) ≤ Kτ(r0) < r0 − 4δと r0 ≥ 6δより，各小線分に補題 2.18の結果が
適用できる．したがって，d(p, q) ≤ 8(n + 1)δが成り立つ．一方，

d(p, q) ≥ d(α(s), α(t)) − d(p, α(s)) − d(α(t), q) = d(α(s), α(t)) − 2r0

(2.8)

≥ K−1(Len(α([s, t])) − C) − 2r0 = K−1(t − s − C) − 2r0

≥ K−2n(r0 − 4δ − 2C0) − 2r0
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となる．ゆえに，

n(r0 − 4δ − 2C0 − 8K2δ) ≤ K2(8δ + 2r0).

ここで r0 = 4δ + 2C0 + 8K2δ + 1とおくと，n ≤ K2(8δ + 2r0)である．ゆえ
に，Len(α([s, t])) < K2(8δ +2r0)τ(r0). よって，r = r0 +K2(8δ +2r0)τ(r0)
とおくと，α([u, v]) ⊂ Nr(j)が成り立つ．

系 2.21. a, bを同じ端点をもつH3 内の (K,C)-擬測地線分とする．このと
き，a ⊂ Nr(b), b ⊂ Nr(a)をみたす定数 r = r(δ,K,C) > 0が存在する．

証明. x, yを a, bの端点とする．命題 2.20より，a ⊂ Nr1(x, y), b ⊂ Nr1(x, y)
をみたす定数 r1 = r1(δ,K,C) > 0 が存在する．a 上の任意の点 z0 に対

して，d(z0, z1) ≤ r1 をみたす x, y 上の点 z1 が存在する．b の連結性より，

d(x, z1, z2) ≤ r1, d(z1, y, z2) ≤ r1をみたす b上の点 z2が存在する（図 2.15参
照）．したがって，z1を含むx, yの部分線分x′, y′で，d(x′, z2) ≤ r1, d(y′, z2) ≤

0z

x y

2z

1z

a

b

y'x'

図 2.15

r1 をみたすものがる．Len(x′, y′) = d(x′, y′) ≤ d(x′, z2) + d(z2, y
′) ≤ 2r1 で

あるから，

d(z0, z2) ≤ d(z0, z1) + min{d(z1, x
′) + d(x′, z2), d(z1, y

′) + d(y′, z2)}

≤ r1 + (r1 + r1) = 3r1(=: r).

したがって，a ⊂ Nr(b).

命題 2.22. h : H3 −→ H3 を (λ,C)-擬等長写像とする．このとき，定数
r = r(δ, λ, C) > 0で，次の条件をみたすものがある．H3 の任意の測地線分

x, yに対して，

h(x, y) ⊂ Nr(h(x), h(y)), h(x), h(y) ⊂ Nr(h(x, y))

が成り立つ．

証明. d(x, y) ≥ 1の場合だけ考えれば十分である．一般に hは連続写像では

ないので，h(x, y)はH3内の道とは限らない．そこで，h(x, y)を扱いが容易
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な擬測地線で近似することにする．x = x0, x1, . . . , xn = yを x, yの分割点で，

1 ≤ d(xi−1, xi) < 2をみたすものとする．σi = h(xi−1), h(xi)は，長さ 2λ+C

以下の測地線分である（図 2.16 (a)参照）．i, j ∈ N (0 ≤ i < j ≤ n)に対し

w

h(x)

h(y)
σ1

σ2

σ5
σ4σ3

σ6

σi

h(z)

h(x  )i
h(x    )i−1

(a) (b)

図 2.16 点線は，h(x, y)をあらわす．

て，H3内の折れ線 τi,j =
⋃j

k=i+1 σkを考えると，Len(τi,j) ≤ (j− i)(2λ+C)
である．一方，d(xi, xj) ≥ j − iより，d(h(xi), h(xj)) ≥ λ−1(j − i)−C であ

るから，

Len(τi,j) ≤ λ(2λ + C)d(h(xi), h(xj)) + Cλ(2λ + C)

が成り立つ．これから，τ = τ0,nが δ, λ, C のみに依存する定数をもつ擬測地

線分であることが示せる．系 2.21より，τ ⊂ Nr1(h(x), h(y)), h(x), h(y) ⊂
Nr1(τ)をみたす r1 = r1(λ,C, δ) > 0が存在する．xi−1, xi の任意の点 z は，

min{d(xi−1, z), d(xi, z)} ≤ 1をみたす．したがって，h(z)は h(xi−1)または
h(xi)からλ+C以下の距離にある（図 2.16 (b)参照）．一方，Len(σi) ≤ 2λ+C

より，σi の任意の点 wに対し，

min{d(h(xi−1), w), d(h(xi), w)} ≤ 2λ + C

2
< λ + C

が成り立つ．よって，r = r1 + λ + C とおくと，h(x, y) ⊂ Nr(h(x), h(y)),
h(x), h(y) ⊂ Nr(h(x, y))をみたす．

定理 2.23. f : H3 −→ H3 を擬等長写像とする．H3 = D3 の同一視のもと

で，次が成り立つ．

(1) f は，S2
∞の任意の点で連続となる写像 f̂ : B3 −→ B3に拡張される．特

に，f が連続写像のときは，f̂ も連続写像である．

(2) 制限写像 f = f̂ |S2
∞

: S2
∞ −→ S2

∞ は同相写像である．

証明. (1) 必要ならば，f の後に Isom+(D3)の要素を合成することによって，
f(0) = 0と仮定できる．x ∈ S2

∞ に B3 で収束するH3 の点列 {an}をとる．
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命題 1.20より， lim
m,n→∞

(am, an) = ∞7). 一方，

(f(am), f(an))
(1.9)

≥ d(0, f(am), f(an)) − 4δ
命題 2.20

≥ d(0, f(am, an)) − 4δ − r

≥ λ−1d(0, am, an) − C − 4δ − r

(1.9)

≥ λ−1((am, an) − 4δ) − C − 4δ − r

であるから， lim
m,n→∞

(f(am), f(an)) = ∞. 命題 1.20より，{f(an)}は，B3に

おける収束列である． lim
n→∞

f(an) = f(x)とおく．{bn}を，B3において xに

収束するH3 の任意の点列とする．補題 1.21より， lim
n→∞

(an, bn) = ∞. この
とき上と同様の議論により， lim

n→∞
(f(an), f(bn)) = ∞. よって， lim

n→∞
f(an) =

lim
n→∞

f(bn). したがって，写像 f : S2
∞ −→ S2

∞ は矛盾なく定義できる．

S2
∞の点xに収束するB3の点列{xn}をとる．命題1.22より， lim

n→∞
(xn, x) =

∞. 上と同様な議論により， lim
n→∞

(f̂(xn), f(x)) = ∞. ゆえに， lim
n→∞

f̂(xn) =

f(x). したがって，f̂ は S2
∞ の任意の点 xにおいて連続である．

(2) fが (λ,C)-擬等長写像のとき，命題 2.16より，d(f(j(y)), y) ≤ Cをみた

す (λ, 3λC)-擬等長写像 j : H3 −→ H3が存在する．上と同様に j : S2
∞ −→ S2

∞

が定義される．問題 1.6 (p. 18)より，j ◦ f = IdS2
∞

, f ◦ j = IdS2
∞
が成り立

つ8). f : S2
∞ −→ S2

∞, f
−1

= j : S2
∞ −→ S2

∞ は連続写像であるから，f は同

相写像である．

2.5 Mostowの剛性定理

この節では，双曲 3次元閉多様体に関するMostowの剛性定理を証明する．
この定理は，双曲 3次元閉多様体の間のホモトピー同値写像 f : M −→ N が，

等長写像にホモトピックになるという主張である．例 1.28 (p. 22)でみたよう
に，双曲閉曲面に対して，この定理は成り立たない．ここで紹介する証明で

は，最大体積をもつ双曲 3-単体は正則理想 3-単体に限るという定理 2.13 (2)
の主張が本質的に使われる．Haagerup-Munkholm [HM]により，4次元以上
の双曲単体でもこれと対応する定理が証明されている．したがって，4次元
以上の双曲閉多様体に関しても，同様の議論によりMostowの剛性定理が証
明できる．

本節におけるMostowの剛性定理の証明は，Thurston [Th1, 第 6章]で与
えられたものである．本質的に使われるのはGromovよって定義された多様
体の単体的体積である．Soma [So1]で，この議論は無限体積の双曲 3次元多

7)命題 1.20 等は，H2 に関する結果であるが，H3 の場合も成り立つことは，平行な議論に
より検証できる．

8)「H3 に関する有界な誤差をもつ情報を，無限遠境界 S2
∞ まで拡張すると，S2

∞ 上では誤
差が収れんされて一意的に決まる情報となる」という双曲空間のもつ性質の典型的な例である．
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様体の場合に一般化されている．無限体積の場合は，単体的体積の代わりに

有界コホモロジーを使う．

この節では，（コ）ホモロジーおよび微分形式に関する基本的な知識を仮定

している．必要に応じて基本的な参考書（例えばシンガー・ソープ [ST]等）
を参照せよ．

定義 2.24. X を位相空間とし，{Ck(X), ∂k}をR-係数の特異鎖複体とする．
したがって，Ck(X)の要素は 1次結合 c =

∑n
i=1 riσi (ri ∈ R)の形をしてい

る．だたし，∆k は各辺の長さが 1の Euclid単体であり，σi : ∆k −→ X は

連続写像（特異 k-単体）である．‖c‖ =
∑n

i=1 |ri|を cのGromovノルムと

いう．k次元ホモロジーHk(X; R)の要素 αに対し，その擬ノルムを，

‖α‖ = inf
{
‖c‖ ; c ∈ Zk(X)は αを代表するサイクル

}
で定義する．ただしZk(X) = Ker(∂k)は，Xの k次元輪体鎖群である．次の

問題 2.7 (3)でもみるように，α 6= 0であっても ‖α‖ = 0となる場合もある．
M が向き付け可能な n 次元閉多様体のとき，基本ホモロジー類 [M ] ∈

Hn(M ; R)のノルム ‖[M ]‖を，Gromovの単体的体積 (simplicial volume)と
いい，これを ‖M‖とあらわす．

問題 2.7. 次の問いに答えよ．

(1) f : M −→ N を向き付け可能な n次元閉多様体の間の連続写像とする．

このとき，deg(f)‖N‖ ≤ ‖M‖.

(2) (1)の写像 f : M −→ N がホモトピー同値写像のとき，‖M‖ = ‖N‖.

(3) Tn = S1 × · · · × S1 を n次元トーラスとするとき，‖Tn‖ = 0.

（ヒント：(1) c =
Pn

i=1 riσiが [M ]を代表する n-サイクルとき，f∗(c) =
Pn

i=1 rif ◦σi

は deg(f)[N ]を代表する n-サイクルである．(3) 2重被覆射影 f : T n −→ T n が存在

する．）

定理 2.25 (Thurston [Th2] ). M を双曲 3次元閉多様体とするとき，等式

Vol(M) =
‖M‖
v3

が成り立つ．ただし v3は，(2.4)で与えた理想双曲 3-単体∆π/3,π/3,π/3の体

積である．

この定理より，任意の 3次元双曲閉多様体M に対して，‖M‖ > 0である9)．

定理 2.25を証明するために，いくつかの概念を準備をする．
H3 の特異単体 σ : ∆k −→ H3 に対し，次の性質をみたす C∞ 級特異単体

straight(σ) : ∆k −→ H3 を σの直伸化 (straightening)という．
9)これとは対照的に，任意のザイフェルト閉多様体N に対して，‖N‖ = 0である（Thurston

[Th1, 第 6 章]）．
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(1) σと straight(σ)は，∆k の頂点 v0, v1, . . . , vk 上で一致する．

(2) straight(σ)の像は双曲 k-単体．この単体は，退化していてもよい．

ここでは，straight(σ)の像の形のみを決め，これが具体的にどのような写像か
決めてない．しかし，今後の議論でそれが問題になることはない10)．p : H3 −→
M を，双曲 3次元多様体M の普遍被覆とする．特異単体 σ : ∆k −→ M の

持ち上げを σ̃ : ∆k −→ H3 とするとき，straight(σ) = p ◦ straight(σ̃)を σ

の直伸化という．あきらかに straight(σ)は，リフト σ̃ のとりかたによらな

v
0 M

∆
3

σ

straight(σ)

v
3

v
2

v
1

σ(v  )
1

σ(v  )
0

σ(v  )
2

σ(v  )
3

図 2.17 k = 3の場合

い．また，σ(vi) (i = 0, 1, . . . , k)を不動にする σ から straight(σ)へのホモ
トピーが存在することもいえる．c =

∑n
i=1 riσi を M の k-鎖とするとき，

straight(c) =
∑n

i=1 ristraight(σi)とおく．このとき，‖c‖ ≥ ‖straight(σ)‖が
成り立つ．ただし，等号が成り立つとは限らない．例えば，σ1, σ2をM の異

なる k-鎖で，straight(σ1) = straight(σ2)をみたすものとする．c = σ1 − σ2

に対して，‖c‖ = 2であるが，‖straight(c)‖ = 0となる．cが k-サイクルのと
き，σiから straight(σi)へのホモトピーを同時に行うことにより，cの直伸化

straight(c)も
[straight(c)] = [c] ∈ Hk(M ; R) (2.9)

をみたす k-サイクルであることがわかる．

定理 2.25の証明（前半）. cを基本ホモロジー類 [M ]を代表する任意の 3-サ
イクルとする．(2.9)より，straight(c)も [M ]を代表する 3-サイクルである．
straight(c) =

∑n
i=1 riσi とおき，ΩM をM の体積要素とする．σi は双曲 3-

10)最も自然なパラメータ化は，H3 を 4 次元ローレンツ空間 H4 の双曲面として実現し，∆k

から H4 へのアフィン写像を考え，それを H3 へ射影するものである．

46



単体であるから，定理 2.13より，Vol(σi) :=
∫

∆3
σ∗

i (ΩM ) < v3. よって，

Vol(M) = 〈[M ], ΩM 〉 = 〈straight(c), ΩM 〉 =
∫

M

straight(c)∗(ΩM )

=
n∑

i=1

riVol(σi) <

n∑
i=1

|ri|v3 = ‖straight(c)‖v3 ≤ ‖c‖v3.

したがって，‖c‖ ≥ Vol(M)
v3

となる．‖M‖ = inf{‖c‖ ; [c] = [M ]}であるから，

‖M‖ ≥ Vol(M)
v3

が成り立つ．

逆向きの不等式の証明はもっと難しい．その証明では，M 上に均一に分布

する 3-サイクルが必要である．
C1(∆k,M)を ∆k からM への C1-写像の集合に C1-位相を入れたものと
する．C1(∆k,M)上の有限な Borel測度 cを k-鎖とするホモロジーを使う．
αk,i : ∆k−1 −→ ∆k (i = 0, 1, . . . , k)を∆k の第 i面上への等長写像とし，写

像 ∂k,i : C1(∆k, M) −→ C1(∆k−1,M)を ∂k,i(τ) = τ ◦ αk,i で定義する．こ

のとき，境界作用素 ∂k は，C1(∆k,M)上の有限な Borel測度 cを，

∂k(c) =
k∑

i=0

(−1)i∂k,i∗(c) (2.10)

に対応させる準同型写像とする．また，M 上の任意の k-形式 ηに対して，双

対関係を 〈
c, η

〉
=

∫
C1(∆k,M)

(∫
∆3

τ∗(η)
)

dc(τ) (2.11)

で定義する．

非退化直伸 3-単体 σ : ∆3 −→ H3を固定する．簡単のためG = Isom+(H3)
とおく．Gの部分集合Hに対応する，C1(∆3,H3)の部分集合 {g ◦σ ; g ∈ H}
をHσとおく．普遍被覆 p : H3 −→ M が誘導する，射影 p̂ : C1(∆3,H3) −→
C1(∆3,M)を p̂(τ) = p ◦ τ で定義する．p̂(Hσ) = HMσとおく．

注意 2.26 (特異 3-鎖の極限としての測度 3-鎖). C1(∆3, M)上の有限なBorel
測度 cで，supp(c) = GMσをみたすものを考える．ここでは，cを通常の特

異 3-鎖で近似する方法について説明する．任意の ε > 0に対して，M の双曲

単体分割 τε で，各 3-単体の直径が ε以下のものを考える．∆1, . . . , ∆n を τε

の 3-単体とする．∆i の部分集合∆′
i によるM の直和分解を考える．すなわ

ち，∆′
i をM =

⋃n
i=1 ∆′

i かつ ∆′
i ∩ ∆′

j = ∅ (i 6= j)となるようにとる．一般
に，∆′

i は開集合でも閉集合でもないが，∆i の内部 Int∆i を含む可縮な集合

である．τ1, τ2 ∈ GMσに対し次のような同値関係を考える．
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(1) j = 0, 1, 2, 3に対し，τ1(vj)と τ2(vj) が同じ∆′
i に含まれる．

(2) (1)の条件を保存したままで，τ1 は τ2 にホモトピックである．

この同値関係による同値類 H1, . . . ,Hm (GMσ = H1 ∪ · · · ∪ Hm) に対し，
rk = c(Hk)とおく．τk : ∆3 −→ M を，Hk の要素 τ に上の条件 (1)を保存
したままでホモトピックになる直伸 3-単体で，各 τk(vj)がそれを含む∆′

iの

内心となるものとする．一般に，τk は Hk の要素ではないが，Hk の ‘代表’
とみなす（図 2.18参照）．rk = c(Hk)より，cε =

∑m
k=1 rkδτk

(ε ↘ 0)は，

∆'i

τ  (∆ )k
3

∆'j

∆'l

図 2.18

C1(∆3,M)上のBorel測度として cに弱収束する．ただしδτk
は，supp(δτk

) =
{τk}となる C1(∆3,M)上の Dirac測度とする．すなわち，任意の連続関数

f : C1(∆3,M) −→ Rに対して，
∫

C1(∆3,M)

f(τ) dδτk
(τ) = f(τk)となる測度

である．

Borel測度 cε =
∑m

k=1 rkδτk
を（通常の）特異 3-鎖

∑m
k=1 rkτk と同一視す

る．cε とM 上の微分 3-形式 ηとの双対関係は，〈 m∑
k=1

rkδτk
, η

〉
(2.11)
=

m∑
k=1

rk

∫
C1(∆3,M)

(∫
∆3

τ∗(η)
)

dδτk
(τ)

=
m∑

k=1

rk

∫
∆3

τ∗
k (η)

(1)
=

〈 m∑
k=1

rkτk, η
〉

となる．ここで ‘
(1)
= ’は，通常のC1-特異鎖と微分形式の双対関係である．こ

れから，(2.11)が従来の定義の自然な拡張であることがわかる．さらに cの

全変位 (total variation) ‖c‖t.v. も，Gromovノルムの自然な拡張である．実
際，測度 cε =

∑m
k=1 rkδτk

の全変位は，

‖cε‖t.v. =
m∑

k=1

|rk| ‖δτk
‖ =

m∑
k=1

|rk|

であるから，cεの特異 3-鎖としてのGromovノルム ‖cε‖と一致する．よって，
{cε}

弱収束−−−−→ cより， lim
ε→+0

‖cε‖ = ‖c‖t.v.が成り立つ．以下では，‖c‖t.v. = ‖c‖
とおく．
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向きを保つ非退化直伸 3-単体 σ : ∆3 −→ H3とその鏡映 σ−を考える．σ−

が σの鏡映とは，ある h ∈ Isom(H3) \ Gに対して，σ− = h ◦ σとなること

をいう（図 2.19参照）．次の性質をみたす C1(∆3,H3)上の局所有限 3-サイ

σσ−

g σ

h

v     ,v
2 3

v
1

v
0

h(v  )
1

h(v  )
0

h(v  ), h(v  )
2              3

g

g  (v  )
1

図 2.19 h ∈ Isom(H3) \ G, g ∈ G.

クル z(σ)と C1(∆3,M)上の有限 3-サイクル zM (σ)が存在する（構成の詳細
は，第 A.2節 (p. 67)を参照せよ）．

(z.1) supp(z(σ)) = Gσ ∪ Gσ−.

(z.2) H を，IntH 6= ∅となる Gの任意の Borel部分集合とする．このとき，

z(σ)(Hσ) = −z(σ)(Hσ−) > 0. 以下では，z(σ)(Hσ) =
1
2
µ(H)とおく．

(z.3) zM (σ)は z(σ)と局所同値である．すなわち，supp(zM (σ)) = GMσ ∪
GMσ−であり，制限写像 p̂|Hσ : Hσ −→ C1(∆3,M)が単射となるよう
な Borel集合H ⊂ Gに対しては，z(σ)(Hσ) = zM (σ)(HMσ).

(z.4) ‖zM (σ)‖ = Vol(M).

(z.5) [zM (σ)] = Vol(σ)[M ] ∈ H3(M ; R).

定理 2.25の証明（後半）. 定理 2.13より，任意のn ∈ Nに対して，Vol(σn) >

v3 − 1/nをみたす直伸 3-単体 σn : ∆3 −→ H3 が存在する．[zM (σn)]
(z.5)
=

Vol(σn)[M ] ∈ H3(M ; R)より，Vol(σn)‖M‖ ≤ ‖zM (σn)‖ (z.4)
= Vol(M). こ

こで，n → ∞とすると，
‖M‖ ≤ Vol(M)

v3

が得られる．

定理 2.25と問題 2.7 (2)より，次が成り立つ．

系 2.27. ホモトピー同値な双曲 3次元閉多様体は同じ体積をもつ．

定理 2.28 (Mostowの剛性定理). f : M −→ N を 3次元双曲閉多様体M , N

間のホモトピー同値写像とする．このとき，f は等長写像 ϕ : M −→ N にホ

モトピックである．
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p : H3 −→ M , q : H3 −→ N を普遍被覆とする．例 2.17 より，f のリ

フト f̃ : H3 −→ H3 は連続な擬等長写像である．H3 を B3 と同一視する

と，定理 2.23より，f̃ は F |
bC : Ĉ −→ Ĉが同相写像となるような連続写像

F : H3 −→ H3 に拡張される．また，等長作用 π1(M) y H3, π1(N) y H3

はH3上のMöbius作用に拡張される．任意の γ ∈ π1(M)に対し，H3上で，

γ ◦ f̃ = f̃ ◦f∗(γ)であるから，H3上で，γ ◦F = F ◦f∗(γ)が成り立つ．次の問
題 2.8より，α ◦F (∞) = ∞, α ◦F (0) = 0, α ◦F (1) = 1となる α ∈ PSL2(C)
が存在する．

問題 2.8. 相異なる 3点 z1, z2, z3 ∈ Ĉに対して，α(z1) = ∞. α(z2) = 0,
α(z3) = 1となるような α ∈ PSL2(C)が存在する．

Mostowの剛性定理の証明には次の 2つの補題が必要である．

補題 2.29. α ◦ F (eiπ/3) = eiπ/3.

証明. ∆を∞, 0, 1, eiπ/3を頂点にもち，H3と同じ向きをもつ正則理想 3-単体
とする．α◦F = Eとおく．E(eiπ/3) 6= eiπ/3と仮定して矛盾を導くことにする．

このとき，直伸 3-単体 straight(E(∆))は，H3と同じ向きをもつ正則理想 3-単
体とはならない（図 2.20参照）．定理 2.13より，straight(E(∆)) < v3−3c0を

C

∆

E

0

∞

1

eiπ/3

0

∞

1

straight(E(∆))

E(∆)

E(e     )iπ/3

図 2.20

みたす定数 c0 > 0が存在する．Eの連続性より，PSL2(C)における IdH3の十

分小さい近傍Hで，任意のh ∈ Hに対して，Vol(straight(E(h∆))) < v3−2c0

をみたすようなものが存在する．さらにH は，∆の内心 x0 に対し，

sup{d(x0, hx0) ; h ∈ H} < injp(x0)(M) (2.12)

をみたすようにとれる．任意の n ∈ Nに対し，直伸 3-単体 σn : ∆3 −→ H3

で次をみたすものがある（図 2.21参照）．

50



∆

E

σ  (∆ )3

n

0, 1 eiπ/3

∞ ∞

0, 1

E(e     )iπ/3

straight(Eοhοσ (∆ ))n
3

x
0

図 2.21

(1) σn(∆3) ⊂ Int∆であり，σn(∆3)の内心は x0.

(2) Vol(σn) > v3 − 1/n.

(3) Vol(straight(E ◦ h ◦ σn)) < v3 − c0 (h ∈ H).

(2.12)と (1)より，p̂|Hσn : Hσn −→ C1(∆3,M)は単射である．f はホモト

ピー同値写像であるから，deg(f) = 1. よって，f∗([M ]) = [N ] ∈ H3(N ; R).
したがって，

[straight(f∗(zM (σn)))]
(2.9)
= [f∗(zM (σn))]

(z.5)
= f∗(Vol(σn)[M ]) = Vol(σn)[N ].

N の体積要素を ΩN とすると，

Vol(σn)Vol(N) = 〈Vol(σn)[N ], ΩN 〉 = 〈straight(f∗(zM (σn))), ΩN 〉

= 〈straight(f∗(zM (σn)|HM σn
)), ΩN 〉

+ 〈straight(f∗(zM (σn)|GM σn\HM σn
)),ΩN 〉

≤ (v3 − c0)‖zM (σn)|HM σn‖ + v3(‖zM (σn)‖ − ‖zM (σn)|HM σn‖)
(z.4)
= v3Vol(M) − c0‖zM (σn)|HM σn‖

(z.2), (z.3)
= v3Vol(M) − c0µ(H)

2
.

n → ∞とすると，Vol(N) ≤ Vol(M)− c0µ(H)
2v3

が得られる．これは，系 2.27

に矛盾する．よって，E(eiπ/3) = eiπ/3 が成り立つ．

注意 2.30 (損失と補填). 補題 2.29の証明中の式は一見複雑に見えるが，アイ
デア自体は単純である．zM (σn)は，σnと局所的に等長な特異 3-単体を，M上

に一様に分布した 3-サイクルであるから，〈zM (σn), ΩM 〉はVol(M)のVol(σn)
倍となる．また，f∗([M ]) = [N ]であるから，〈straight(f∗(zM (σn))), ΩN 〉も
Vol(N) の Vol(σn) 倍である．そこで，Vol(M) と Vol(N) を比較するには，
τ ∈ GMσn の体積と，それを f で N に写し直伸化した straight(f(τ))の体
積を比較すればよいことになる．τ ∈ HMσn のとき，Vol(τ) > v3 − 1/n,
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Vol(straight(f(τ))) < v3 − c0であるから，過小に見積もっても，1つの τ あ

たり c0 − 1/nの損失が出る．したがって，損失の総和が
(
c0 −

1
n

)µ(H)
2
を下

回ることはない．一方，τ ′ ∈ Gσn ∪Gσn− \Hσnに対し，Vol(τ ′) > v3−1/n,
Vol(straight(f(τ ′))) < v3 であるから，1つの τ ′ ができる補填は，過大に見

積もっても 1/nである．よって，補填の総和が
1
n

(
Vol(M) − µ(H)

2

)
を上回

ることはない．したがって，nを十分大きくとれば，Vol(M) > Vol(N)であ
ることが示される．

補題 2.31. α ◦ F |
bC = Id

bC.

証明. C上で，正 3角形 ∆(0, 1, eiπ/3)と隣接する任意の正 3角形，たとえ
ば，∆(0, e−iπ/3, 1)を考える．このとき，補題 2.29と同じ証明により，α ◦
F (e−iπ/3) = e−iπ/3 が示せる．辺の長さが 1の正 3角形による Cのタイル

張り T0 で，∆(0, 1, eiπ/3)を一つのピースとしてもつものを考える．上と同
様な議論を繰り返すことによって，α ◦ F は T0の頂点集合上で恒等写像であ

ることが証明できる（図 2.22参照）．今度は，∆(0, 1, eiπ/3)の辺上に 2等分

10

eiπ/3

e−iπ/3

図 2.22 黒頂点は，T0 の点である．白頂点は，T1 \ T0 の点である．

点 1/2, eiπ/3/2,
√

5eiπ/6/2を加え，∆(0, 1, eiπ/3)を辺の長さが 1/2の 4つ
の正 3角形 ∆i (i = 1, 2, 3, 4)に分割する．このとき，各 α ◦ F (∆i)の直伸
化 straight(α ◦ F (∆i))も ∆i と同じ向きをもつ正 3角形である．これから，
straight(α◦F (∆i)) = ∆iがいえる．特に，α◦F は {1/2, eiπ/3/2,

√
5eiπ/6/2}

上で恒等写像である．同様な議論を繰り返すと，辺の長さが 1/2の正 3角形
による T0 の細分 T1 の頂点上で，α ◦ F は恒等写像であることがわかる．同

様な結果は，任意の n ∈ Nに対し，辺の長さが 1/2nの正 3角形によるCの

タイル張り Tn の頂点上でも成り立つ．よって，α ◦ F は Ĉの稠密な集合上

で恒等写像になる．α ◦ F |
bC の連続性より，α ◦ F |

bC = Id
bC となる．

定理 2.28（Mostowの剛性定理）の証明. 任意の γ ∈ π1(M) に対して，γ ◦
F = F ◦ f∗(γ)であった．αを補題 2.31で与えられた PSL2(C)の要素とする
と，Ĉ上で，γ ◦α−1 = α−1 ◦f∗(γ)が成り立つ．γ, f∗(γ), αはすべてMöbius

52



変換であるから，H3 上でも，γ ◦ α−1 = α−1 ◦ f∗(γ)が成り立つ（問題 2.1,
p. 25）．よって，H3の等長写像 α−1は，等長写像 ϕ : M −→ N を誘導する．

Ĉ
F |

bC = α−1|
bC−−−−−−−−→ Ĉ

γ

y yf∗(γ)

Ĉ
F |

bC = α−1|
bC−−−−−−−−→ Ĉ

H3 α−1

−−−−→ H3

γ

y yf∗(γ)

H3 α−1

−−−−→ H3

H3 α−1

−−−−→ H3

p

y yq

M
ϕ−−−−→ N

x0を左側のH3の基点とし，y0 = α−1(x0)を右側のH3の基点とする．必要

ならば，f をホモトピーで変形して，f̃(x0) = y0と仮定できる．x0 = p(x0),
y0 = q(y0)とおく．π1(M,x0)の要素 γ に対して，c : [0, 1] −→ M (c(0) =
c(1) = x0)を γ を代表する閉道とする．c̃ : [0, 1] −→ H3 を，c̃(0) = x0 とな

る cのリフトとすると，c̃(1) = γx0 である．このとき，

α−1(c̃(0)) = y0, α−1(c̃(1)) = α−1(γ(x0)) = f∗(γ)(α−1(x0)) = f∗(γ)y0.

したがって，α−1 ◦ c̃ = ϕ̃ ◦ cは，y0 と f∗(γ)y0 をつなぐ道である．よって，

ϕ∗ = f∗ : π1(M, x0) −→ π1(N, y0)が成り立つ．さらに，命題 2.9 (H.1)より，
M , N はともにK(π, 1)空間であるから，ϕは f にホモトピックである．

この証明で使われた議論を一般化することによって，次の剛性定理が得ら

れる．詳細は [Th1, 定理 6.4]を参照せよ．

定理 2.32 (Gromov-Thurstonの剛性定理). f : M −→ N を双曲 3次元閉多
様体間の deg(f) > 0をみたす写像とする．このとき，f が局所等長的な被覆

射影にホモトピックになるための必要十分条件は，Vol(M) = deg(f)Vol(N)
である．

注意 2.33 (剛性定理の一般化). 定理 2.32より，deg(f) = 1の場合，f が等

長写像とホモトピックになるための必要十分条件は，Vol(M) = Vol(N)であ
る．しかし，deg(f) = 1という条件だけ残し，体積に関する条件を外すと，
剛性定理は成立しない．Soma [So2]により，M を固定したとき，次数 1の写
像 f : M −→ N を許容するような双曲 3次元閉多様体 N の個数はたかだか

有限個であることが証明されている.
双曲 3次元閉多様体M に対し，表現 ρ : π1(M) −→ PSL2(C)の体積Vol(ρ)
が自然な形で定義できる．このとき，定理 2.32の一般化である，Goldmanの
剛性定理がある．この定理の主張は，「不等式Vol(M) ≥ Vol(ρ)が成立するこ
と」および「等号成立条件は，ρがKlein群の上への単射写像となること」で
ある．証明は Dunfield [Du, 定理 6.1]等を参照せよ．
微分幾何的な手法によるMostowの剛性定理のわかりやすい証明がBesson-

Courtois-Gallot [BCG]によって与えられている．彼らの証明の解説が，井関
[Iz]にある．

Mostowの剛性定理の無限体積版ともいえる，エンディング・ラミネーショ
ン予想は，Y. Minsky他 [Mi, BCM]によって解決された．相馬 [So3]に，こ
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の予想の解説がある．Minskyの証明において，曲線複体が双曲的空間であ
るという事実 (Masur-Minsky [MM])が重要な役割を果たす．双曲的空間は，
次節で扱う主題である．
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3 双曲性とCoarse幾何学

この節では，双曲空間Hnの概念を一般化したGromov双曲的空間を考え
る．そこで，測地的 3角形が一様にスリムであることが双曲性の本質であるこ
とをみる．この理論は，Gromov [Gr]を基にするものであるが，この論文は難
解である．双曲的空間の解説書として，大鹿 [Oh], Alonso他 [A-S], Coonaert
他 [CDP]等がある．

3.1 Gromov双曲的空間

定義 3.1. x, y を距離空間 (X, d) の任意の 2 点とし，c : [0, 1] −→ X を

c(0) = x, c(1) = yをみたす長さの定まる道とする．c([0, 1])は，

Len(c([0, 1])) = d(x, y)

をみたすとき，x, yを端点にもつ測地線分といい，これを x, yとあらわす．双

曲空間Hnの場合と違い，測地線分 x, yは一意的に決まるとは限らない．X

の任意の 2点 x, yを端点にもつ測地線分が存在するとき，(X, d)は測地的空
間とよばれる．測地的空間Xの任意の 3点 x, y, zに対し，和集合∆(x, y, z) =
x, y ∪ y, z ∪ z, xを頂点 x, y, zをもつ (X, d)の測地 3角形という．

定義 3.2. (X, d)を測地的空間，∆を 3辺 a, b, cをもつ測地 3角形とする．定
数 δ > 0に対して，

a ⊂ Nδ(b ∪ c), b ⊂ Nδ(c ∪ a), c ⊂ Nδ(a ∪ b)

が成り立つとき，∆ は δ-スリム (δ-slim) であるという．測地的空間 (X, d)
の任意の測地 3角形が δ-スリムであるとき，(X, d)をGromov双曲的空間

(Gromov hyperbolic space)または δ-双曲的空間 (δ-hyperbolic space)という．

例 3.3. (1) (X, d)を有界な測地的空間とする．diam(X) ≤ Dであれば，X

は，D-双曲的空間である．
(2) T を木とする．T 上には，各辺が Rの単位区間 [0, 1]と等長になるよう
な距離が定義できる．このとき，T は 0-双曲的空間である．
(3) 系 1.18より，Hn (n = 2, 3, . . . )は log 3-双曲的空間である．

以下，δ を明示する必要がないときは，δ-双曲的空間を単に双曲的空間と
いう．

問題 3.1. 2次元 Euclid空間 E2 は，どのような δ > 0に関しても双曲的で
ないことを示せ．

（ヒント：n ∈ Nに対し，(0, 0), (n, 0), (0, n)を頂点にもつ測地 3角形を考える．）

次の命題は，双曲性が移植性の高い概念であることを示している．
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命題 3.4. f : X −→ Y を測地的空間 (X, dX), (Y, dY )の間の擬等長写像と
する．このとき，(X, dX)が双曲的であれば，(Y, dY )も双曲的である．

証明. (X, dX)は δ-双曲的，f は (λ,C)-擬等長的であるとする．命題 2.16よ
り，dY (f(j(y)), y) ≤ C をみたす (λ, 3λC)-擬等長写像 j : Y −→ X が存在す

る．Y の測地的 3角形∆(y1, y2, y3)を考える．命題 2.22と同様に，

j(yi), j(yi+1) ⊂ Nr(j(yi, yi+1)), j(yi, yi+1) ⊂ Nr(j(yi), j(yi+1))

をみたす r = r(δ, λ, C) > 0が存在する11)．だだし，y4 = y1 とする（図 3.1
参照）．したがって，任意の w0 ∈ y1, y2に対し，dX(j(w0), z0) < rをみたす

j

y
1

y
3y

2

w
1

w
0

j(y  )
1

j(y  )
2

j(y  )
3

z
0 z

1

j(w  )
0 j(w  )

1

図 3.1 点線は
⋃ 3

i=1 j(yi, yi+1)をあらわす．

点 z0 ∈ j(y1), j(y2) がある．X の測地 3角形∆(j(y1), j(y2), j(y3))は δ-スリ
ムであるから，dX(z0, z1) < δ をみたす点 z1 ∈ j(y1), j(y3) ∪ j(y2), j(y3)が
存在する．z1 ∈ j(y1), j(y3)とする．このとき，y1, y3のある点 w1に対して，

dX(j(w1), z1) < rが成り立つ．したがって，dX(j(w0), j(w1)) < δ + 2rであ
る．さらに，dY (f(j(wk)), wk) < C (k = 0, 1)であるから，

dY (w0, w1) ≤ dY (w0, f(j(w0))) + dY (f(j(w0)), f(j(w1))) + dY (f(j(w1)), w1)

≤ dY (f(j(w0)), f(j(w1))) + 2C ≤
(
λdX(j(w0), j(w1)) + C

)
+ 2C

≤
(
λ(δ + 2r) + C

)
+ 2C (=: δ0).

よって，∆(y1, y2, y3)は δ0-スリムである．δ0は，δ, λ, C のみによる定数であ

るから，(Y, dY )は δ0-双曲的である．

命題 3.5. (X, d)を基点 x0 をもつ δ-双曲的空間とする．このとき，任意の
x, y, z, w ∈ X に対して，

(x, z)x0 ≥ min{(x, y)x0 , (y, z)x0} − 8δ (3.1)

(x,w)x0 ≥ min{(x, y)x0 , (y, z)x0 , (z, w)x0} − 16δ (3.2)

が成り立つ．
11)命題 2.22の証明は，(X, dX)の双曲性のみを必要とし，(Y, dY )の双曲性は必要としない．
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(3.1)は，(x, z)x0 , (x, y)x0 , (y, z)x0 のうち，小さい方の 2つの差が 8δ以下

であることを示している．

証明. (x, z)x0 ≤ min{(x, y)x0 , (y, z)x0}と仮定してよい．∆(x, y, z)の δ-スリ
ム性より，任意の u ∈ x, z に対し，d(u, v) ≤ δをみたす x, y ∪ y, z の点 vが

存在する．v ∈ x, yと仮定する．このとき，

d(x0, u) ≥ d(x0, v) − d(u, v) ≥ d(x0, x, y) − δ
(1.9)

≥ (x, y)x0 − 5δ

≥ min{(x, y)x0 , (y, z)x0} − 5δ.

よって，d(x0, x, z) ≥ min{(x, y)x0 , (y, z)x0} − 5δ. 不等式 (1.8) (p. 15)より，
d(x0, x, z) ≤ (x, z)x0 +3δであるから，(x, y)x0 ≥ min{(x, y)x0 , (y, z)x0}−8δ

となる．よって，(3.1)が成り立つ．(3.2)は，(3.1)を 2回使うことによって
証明できる．

3.2 双曲的空間の無限遠境界

(X, d)を基点 x0 をもつ距離空間とする．X の点列 {an}は，

lim
n,m→∞

(an, am)x0 = ∞

をみたすとき無限遠点に収束するという (cf. 命題 1.20, p. 16).

問題 3.2. この定義は，基点 x0 の取り方によらないことを示せ．

（ヒント：|(an, am)x0 − (an, am)x1 | ≤ d(x0, x1).）

以下簡単のため，(x, y)x0 = (x, y)とおく．S∞(X)を，無限遠点に収束す
るXの点列全体の集合とする．S∞(X)上の関係Rを，{an}, {bn} ∈ S∞(X)
に対して，

{an}R {bn} ⇐⇒ lim
n→∞

(an, bn) = ∞

で定義する．(X, d)が δ-双曲的空間のときは，

(an, bm)
(3.1)

≥ min
{
(an, bn), (bn, bm)

}
− 8δ

が成り立つ．よって，条件 lim
n→∞

(an, bn) = ∞は， lim
n,m→∞

(an, bm) = ∞と同

値である．

補題 3.6. Rは反射律と対称律をみたす．さらに，(X, d)が双曲的空間のと
きは，推移律をみたす．

証明. 定義より，Rが反射律と対称律をみたすことは容易に検証できる．
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(X, d)を δ-双曲的空間とし，{an}, {bn}, {cn} ∈ S∞(X)が，{an}R {bn},
{bn}R {cn}をみたすとする．このとき， lim

n→∞
(an, bn) = lim

n→∞
(bn, cn) = ∞.

(an, cn)
(3.1)

≥ min{(an, bn), (bn, cn)} − 8δ → ∞ (n → ∞)

であるから，{an}R {cn}が成り立つ．よって，Rは推移律をみたす．

an = (0, n), bn = (n, 0), cn = (0,−n) で定義される Euclid 平面 E2 内

の点列 {an}, {bn}, {cn} ∈ S∞(E2) を考える．原点を E2 の基点とすると，

(an, bn) = (bn, cn) =
n

2
(2 −

√
2), (an, cn) = 0である．よって，{an}R {bn},

{bn}R {cn}であるが，{an}R {cn}は成り立たない．
(X, d)が双曲的空間のとき，S∞(X)の R-同値類の集合 ∂X = S∞(X)/R

を，X の無限遠境界という．X = X ∪ ∂X とおく．{an} ∈ S∞(X)が同値類
x ∈ ∂X に属するとき， lim

n→∞
an = xまたは {an} → xとあらわす．この定義

より明らかなように， lim
n→∞

an = xのとき，{an}の任意の部分列 {anm}も x

に収束する．

Gromov積のX への拡張を次で定義する．x, y ∈ X に対し，

(x, y) = inf
{
lim inf

n
(an, bn) ; {an}, {bn} ∈ S∞(X), lim

n→∞
an = x, lim

n→∞
bn = y

}
を xと yのGromov積という．(x, y)のX ×X への制限は連続関数である

から，x, y ∈ X に対して，この定義はもとの Gromov積の定義と一致する．
双曲空間Hnの場合（補題 1.21, p. 17）とは違い，一般に lim inf

n→∞
(an, bn)の値

は， lim
n→∞

an = x, lim
n→∞

bn = yをみたす {an}, {bn} ∈ S∞(X)の取りかたに依
存する．この弱点は次の命題 3.7 (2)によって補われる．

命題 3.7. (X, d)を δ-双曲的空間とするとき，次が成り立つ．

(1) X 上の Gromov積に関しても，命題 3.5の不等式 (3.1)が成立する．

(2) lim
n→∞

an = x, lim
n→∞

bn = yをみたす任意の点列 {an}, {bn} ∈ S∞(X)につ
いて，(x, y) ≥ lim inf

n→∞
(an, bn) − 16δが成り立つ．

(3) x, y ∈ X に対し，(x, y) = ∞であるための必要十分条件は，x, y ∈ ∂X

かつ x = yが成り立つことである．

(4) {an} ∈ S∞(X)と x ∈ X に対し， lim
n→∞

(an, x) = ∞となるための必要十
分条件は x ∈ ∂X かつ lim

n→∞
an = xが成り立つことである (cf. 命題 1.22,

p. 18).

証明. (1)は練習問題とする．
(2) (x, y)の定義より，任意の ε > 0に対し，(x, y) ≥ lim inf

n→∞
(a′

n, b′n) − ε,
lim

n→∞
a′

n = x, lim
n→∞

b′n = y をみたす点列 {a′
n}, {b′n} ∈ S∞(X) が存在する．

(3.2)より，

(a′
n, b′n) ≥ min

{
(a′

n, am), (am, bm), (bm, b′n)
}
− 16δ.
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{a′
n}R {an}, {b′n}R {bn}より， lim

n,m→∞
(a′

n, am) = lim
n,m→∞

(b′n, bm) = ∞. よっ

て，lim inf
n→∞

(a′
n, b′n) ≥ lim inf

m→∞
(am, bm) − 16δとなる．ε > 0は任意に小さく取

れるので，(x, y) ≥ lim inf
m→∞

(am, bm) − 16δが成り立つ．

(3)は (2)より明らかである．
(4) {an} ∈ S∞(X)と x ∈ Xに対し， lim

n→∞
(an, x) = ∞が成り立つと仮定す

る．x ∈ Xとすると，(1.7)より，(an, x) ≤ d(x0, x)+2δとなり， lim
n→∞

(an, x) =
∞に矛盾する．よって，x ∈ ∂Xである． lim

n→∞
bm = xとなる {bm} ∈ S∞(X)

をとると，X 上での Gromov積の定義より，lim inf
m→∞

(an, bm) ≥ (an, x). した
がって，Nの単調増加列 {mn}で，(an, bmn) ≥ (an, x) − 1をみたすものが
存在する． lim

n→∞
(an, x) = ∞より，{an}R {bmn}が成り立つ． lim

n→∞
bmn = x

であるから， lim
n→∞

an = x.
lim

n→∞
an = xとする．(2)より，(an, x) ≥ lim inf

m→∞
(an, am)− 16δである．し

たがって， lim
n,m→∞

(an, am) = ∞より， lim
n→∞

(an, x) = ∞となる．

問題 3.3. 命題 3.7 (1)を証明せよ．

x ∈ Xに対し，半径 rの開球体 {y ∈ X ; d(x, y) < r}をOr(x)とあらわす．

定義 3.8. X 上の位相を次のように定義する．

(1) x ∈ X のとき，{Or(x) ; r > 0}を xの開近傍の基とする．

(2) x ∈ ∂X のとき，{Us(x) ; s > 0} を x の開近傍の基とする．ただし，

Us(x) = {y ∈ X ; (x, y) > s}とする．

条件 (1)より，X の部分空間としてのX の位相は，(X, d)の距離位相と一
致する．条件 (2)は， lim

n→∞
xn = x ∈ ∂X が lim

n→∞
(xn, x) = ∞と同値である

ことを意味する．これは，X = Hn のときの命題 1.22 (p. 18)の結果に対応
している．

命題 3.9. 定義 3.8の位相に関し，X は Hausdorff空間である．

証明. Xの相異なる2点x, yが互いに素な近傍をもつことを示せばよい．(X, d)
は距離空間であるから，x, y ∈ X のときは明らか．

x ∈ X, y ∈ ∂X のとき，s = d(x0, x) + 1 + 2δ とおく．任意の z ∈ O1(x)

に対し，(z, y)
(1.7)

≤ d(x0, z) + 2δ < d(x0, x) + 1 + 2δ = s. ゆえに，z 6∈ Us(y).
これより，O1(x) ∩ Us(y) = ∅.

x, y ∈ ∂X のとき，命題 3.7 (2)より，(x, y) < ∞. s = (x, y) + 8δ とおく．

もし Us(x) ∩ Us(y)が要素 zを含むならば，

(x, y) ≥ min
{
(x, z), (z, y)

}
− 8δ > s − 8δ = (x, y)

となる．これはあきらかに矛盾なので，Us(x) ∩ Us(y) = ∅.
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次の定理は，定理 2.23 (p. 43)と同様な議論により証明される．補題 1.21
より，X = Hn の場合は， lim

n→∞
an = x, lim

n→∞
bn = y をみたす任意の {an},

{bn}に対し，(x, y) = lim
n→∞

(an, bn)であった．しかしこの事実は，一般の双
曲的空間では必ずしも成立しない．定理 3.10の証明では，この等式の代わり
に命題 3.7 (2)の不等式

lim inf
n→∞

(an, bn) − 16δ ≤ (x, y) ≤ lim inf
n→∞

(an, bn)

を使う．

定理 3.10. (X, dX), (Y, dY )を双曲的空間，f : X −→ Y を擬等長写像とす

るとき，次が成り立つ．

(1) f は，∂X の任意の点で連続となる写像 f̂ : X −→ Y に拡張される．特

に，f が連続写像のときは，f̂ も連続写像である．

(2) 制限写像 f = f̂ |∂X : ∂X −→ ∂Y は同相写像である．

距離空間 (X, d)は，任意の x ∈ X と任意の r > 0に対し，球体 Br(x)が
コンパクトであるとき，固有である (proper)という．

定理 3.11. (X, d)を固有な双曲的空間とするとき，次が成り立つ．

(1) 任意の 2点 x, y ∈ ∂X に対し，x, yを端点にもつX の測地線が存在する．

(2) 任意の x ∈ X と y ∈ ∂X に対し，xを始点，yを終点とするX の測地半

直線が存在する．

(3) ∂X はコンパクトである．

証明. (1) lim
n→∞

an = x, lim
n→∞

bn = yをみたす点列 {an}, {bn} ∈ S∞(X)をと

る．an, bn = jn とおく．x 6= yより，K = sup{(an, bn)} < ∞である．実際
そうでなければ，{an}と {bn}は R-同値な部分列をもち，x = y となって，

矛盾がおこる．(1.9)より，d(x0, jn) ≤ (an, bn) + 4δ ≤ K + 4δとなる．よっ

て，jn ∩ BK+4δ(x0) 6= ∅. また，任意の r > 0に対して，Br(x0)はコンパク
トであるから，Ascoli-Arzelàの定理より，{jn}は xと y を端点にもつ測地

線 j∞ に Hausdorff収束する部分列をもつ．
(2)は，(1)と同様な議論を使って証明できる．
(3) {xn}を ∂X 内の任意の点列とする．任意の nに対し，始点 x0，終点

xnをもつ測地半直線 rnを考える．(1)と同様に，{rn}の部分列 {rnk
}で，x0

を始点とする測地半直線 r∞にHausdorff収束するものが存在する．{am}を
d(x0, am) = mをみたす r∞上の点列とする．rnk

上の点列 {b(k)
m }が同様に定

義できる．x0, am, am′は同一の測地半直線上にあるから， lim
m,m′→∞

(am, am′) =

lim
m,m′→∞

min{m,m′} = ∞. よって，{am} ∈ S∞(X). lim
m→∞

am = xとおく．
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{rnk
} → r∞より，任意に固定したmに対して，d(am, b

(k)
m ) < 2 (k > k(m))

をみたす自然数 k(m) が存在する（図 3.2 参照）．このとき，d(x0, am) =
d(x0, b

(k)
m ) = m より，(am, b

(k)
m ) > m − 1 (k > k(m)) が成り立つ．命題

3.7 (2)と (3.2)より，k > k(m)のとき，

(x, xnk
) ≥ lim inf

m′→∞
(am′ , b

(k)
m′ ) − 16δ

≥ lim inf
m′→∞

min
{
(am′ , am), (am, b(k)

m ), (b(k)
m , b

(k)
m′ )

}
− 32δ

≥ min
{
m, m − 1, m

}
− 32δ = m − (32δ + 1).

mは任意に大きくとれるので， lim
k→∞

(x, xnk
) = ∞. 定義3.8 (2)より， lim

k→∞
xnk

=

xが成り立つ．∂X の任意の点列は収束する部分列をもつことが示されたの

で，∂X はコンパクトである．

問題 3.4. (X, d)を δ-双曲的空間とし，l1, l2を ∂X の 2点 x, yをつなぐ測地

線とする．このとき，l1 ⊂ N2δ(l2)であることを示せ．
（ヒント：li 上の点列 {a(i)

n }, {b(i)
n }で， lim

n→∞
a
(i)
n = x, lim

n→∞
b
(i)
n = y をみたすもの

を考える．測地 3角形 ∆(a
(1)
n , a

(2)
n , b

(1)
n ), ∆(a

(2)
n , b

(1)
n , b

(2)
n )は δ-スリムである．ここ

で，d(x0, a
(1)
n , a

(2)
n ) ≥ (a

(1)
n , a

(2)
n ) − 4δ → ∞を利用する（図 3.3参照）．）

y

x

0x

2l

(1)an

(2)an

(1)bn

(2)bn

1l

図 3.3
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3.3 双曲群

Gを有限生成群とし，S を Gの対称（S = S−1）な有限生成系とする．S

上の語 w = s1 · · · sn (si ∈ S)の長さ nを |w|であらわす．g ∈ Gに対し，

‖g‖ = min{|w| ; wは Gにおいて gをあらわす S 上の語 }

とおく．生成系 Sを明示したいときは，‖g‖S とかく．ただし，Gの単位元 1
に対し，‖1‖ = 0とする．g, h ∈ Gに対し，

dS(g, h) = ‖g−1h‖

とおく．

問題 3.5. 次を示せ．

(1) dS は G上の距離を定義する．

(2) dS はGの左からの作用に関し不変である．すなわち f, g, h ∈ Gに対し，

dS(fg, fh) = dS(g, h).

(3) T を G の対称な有限生成系とするとき，恒等写像 IdG : (G, dS) −→
(G, dT )は擬等長写像である．

（ヒント：(3) T = {t1, . . . , tn}, ‖ti‖S = mi, λ = max{m1, . . . , mn}とすると，任
意の g ∈ Gに対して，‖g‖S ≤ λ‖g‖T .）

命題 3.12. M を閉 Riemann多様体とし，M̃ を基点 x0 をもつM の普遍被

覆とする．また，π1(M) y M̃ を被覆変換が定義する等長作用とする．この

とき，ϕ(g) = gx0 によって定義される写像 ϕ : π1(M) −→ M̃ は擬等長的で

ある．

証明. d
fM
を，M の距離から誘導された M̃ 上の距離とする．diam(M) = D

とおくと，任意の y ∈ M̃ に対して，

d
fM

(ϕ(g), y) = d
fM

(gx0, y) ≤ D (3.3)

をみたす g ∈ π1(M)が存在する．S = {s ∈ π1(M) ; d
fM

(x0, sx0) ≤ 2D + 1}
とおく．作用 π1(M) y M̃ は等長的であるから，任意の s ∈ S に対して，

d
fM

(x0, s
−1x0) = d

fM
(sx0, x0) ≤ 2D + 1. よって，s−1 ∈ Sとなるので，Sは

対称である．さらに，B2D+1(x0, M̃)に含まれる π1(M)x0の要素は有限個な

ので，S は有限集合である．

g ∈ π1(M)に対し，mをm ≤ d
fM

(x0, gx0) < m + 1をみたす非負整数と
する．x0 = a0, a1, . . . , am+1 = gx0 を，x0, gx0 の m + 1等分点とする．ま
た，hi ∈ π1(M)を，d(ai, hix0) ≤ Dをみたす要素とする．ただし，h0 = 1,
hm+1 = gとする（図 3.4参照）．このとき，
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d
fM

(x0, h
−1
i−1hix0) = d

fM
(hi−1x0, hix0)

≤ d
fM

(hi−1x0, ai−1) + d
fM

(ai−1, ai) + d
fM

(ai, hix0)

≤ 2D + 1.

したがって，si := h−1
i−1hi ∈ S.

g = hm+1 = h1(h−1
1 h2) · · · (h−1

m hm+1) = s1s2 · · · sm+1

であるから，S は π1(M)の生成系である．さらに，

‖g‖S ≤ m + 1 ≤ d
fM

(x0, gx0) + 1 = d
fM

(ϕ(1), ϕ(g)) + 1

が成り立つ．よって，任意の g, h ∈ Gに対して，

dS(g, h) = ‖g−1h‖ ≤ d
fM

(ϕ(1), ϕ(g−1h)) + 1 = d
fM

(ϕ(g), ϕ(h)) + 1. (3.4)

一方，x0と gx0は，長さが 2D + 1以下の ‖g‖個の辺からなる折れ線でつ
なぐことができるので，d

fM
(x0, gx0) ≤ (2D + 1)‖g‖である．このとき，

d
fM

(ϕ(g), ϕ(h)) = d
fM

(gx0, hx0) = d
fM

(x0, g
−1hx0)

≤ (2D + 1)‖g−1h‖ = (2D + 1)dS(g, h). (3.5)

(3.3)–(3.5)より，ϕは (2D + 1, D + 1)-擬等長写像である．

この命題が示すように，擬等長の概念は，「群」と「空間」のように，種類

が異なるようにみえるものの間にも同値関係を与えることができる．このよ

うな概念は一見粗すぎて有用ではないように思えるが，命題 3.4からわかる
ように，「双曲性」のような重要な概念を保存する．

有限生成群Gに計量を入れることができた．しかし，G自身は離散空間で

あり測地的空間ではない．そこで，Gを擬等長な包含写像で測地的空間に埋

め込むことにする．

定義 3.13. Gを対称な有限生成系 S をもつ群とするとき，Gの S に関する

Cayleyグラフ Γ = Γ(G, S)が次で定義される．
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(1) Γの頂点集合は，Gに一致する．

(2) g, h ∈ Gが，ある s ∈ S に対し，h = gsをみたすとき，またそのときに

かぎり gと hを端点にもつ Γの辺がある．

各辺がRの単位区間 [0, 1]と等長になるような計量を，Γ上に定義する．こ
のとき，Γは測地的空間であり，包含写像 i : G −→ Γは (1, 1

2 )-擬等長的であ
る．また，Γの各頂点の次数は Sの要素の個数 |S|以下である．これから，任
意の自然数 nに対し，1 ∈ Gを中心とする n-球体Bn(1,Γ)に含まれる辺の個
数は |S|+ |S|2 + · · ·+ |S|n以下である．特にBn(1, Γ)はコンパクトであるこ
とがわかる．したがって，Γは固有な空間である．左からの作用 G y Gは，

自然に Γ上の等長作用 G y Γに拡張される．実際，eを端点 g, gs (s ∈ S)
をもつ Γの辺とするとき，h ∈ Gに対し，heは端点 hg, (hg)sをもつ Γの辺
として定義される．

例 3.14. G0 を生成系 S0 = {g, h, g−1, h−1} をもつ階数 2 の自由群 Z ∗
Z = 〈g, h | −〉 とすると，Γ0 = Γ(G0, S0) は木である（図 3.5 (a) 参照）．
G1 を生成系 S1 = {g, h, g−1, h−1}をもつ階数 2の自由アーベル群 Z × Z =
〈g, h | ghg−1h−1 = 1〉 とすると，Γ1 = Γ(G1, S1) は格子である（図 3.5 (b)
参照）．

図 3.5

定義 3.15. Cayleyグラフ Γ(G,S)が双曲的空間のとき，Gを（語）双曲群

(word hyperbolic group)またはGromov双曲群という．

命題 3.4と問題 3.5 (3)より，群の双曲性は，Gの有限生成系の取りかたに

よらない．さらに，Gの無限遠境界 ∂G := ∂Γ(G,S)も一意的に決まる．

例 3.16. (1) 木は 0-双曲的である（例 3.3）から，自由群 Z ∗ Zは双曲群で

ある．

64



(2) 自由アーベル群 Z×Zの Caleyグラフは E2に擬等長同値である．一方，

問題 3.1より，E2 は双曲的ではないので，Z × Zは双曲群ではない．

(3) 命題 3.12より，双曲閉曲面 Σ = H2/Gの普遍被覆H2 は π1(Σ) = Gに

擬等長的である．H2は，log 3-双曲的空間である（例 3.3）から，π1(Σ)
は双曲群である．

次の命題の証明は，[A-S, 命題 3.2]等を参照せよ．

命題 3.17. gを双曲群Gの無限位数の要素とする．また，x0を Γ(G,S)の基
点とする．このとき，折れ線 τg =

⋃∞
n=−∞ gnx0, gn+1x0 は擬測地線であり，

{gnx0}, {g−nx0}は無限遠に異なる収束点をもつ．

系 3.18 (cf. 命題 2.9 (H.2), p. 32). 双曲群は Z×Zに同型な部分群を含まな

い．すなわち，Gは非トーラス的である．

証明. Gが，2つの要素 g, hで生成される階数 2の自由アーベル群 Aを含む

とする．もし lim inf
n→∞

d(τg, h
n(τg)) < ∞ならば，定数 K > 0, {n}の部分列

{ni}, τg 上の点 gkix0, hni(τg)上の点 hnigmix0 が存在して，

d(gkix0, h
nigmix0) = d(x0, h

nigmi−kix0) < K

となる．したがって，hnigmi−kix0 ∈ BK(x0) (n1 < n2 < · · · ). これは，
BK(x0)∩Gx0が有限集合であることに矛盾する．よって， lim

n→∞
d(τg, h

n(τg)) =
∞. lg を lim

n→∞
gnx0, lim

n→∞
g−nx0 を端点にもつ Γの測地線とする．nを固定

する．作用G y Γは等長的であるから，d(gmx0, g
mhnx0) = d(x0, h

nx0)と
なる．特に，d(gmx0, g

mhnx0) (m ∈ Z)は有界である．問題 1.6 (p. 18)より，
{gmx0}R {gmhnx0}であるから，

lim
m→±∞

gmx0 = lim
m→±∞

gmhnx0 = lim
m→±∞

hngmx0 = ĥn
(

lim
m→±∞

gmx0

)
.

ただし最後の等式は，定理 3.10 (1)による．したがって，lg と hn(lg)は同じ
端点をもつ．問題 3.4より，hn(lg) ⊂ N2δ(lg)．これは lim

n→∞
d(lg, hn(lg)) = ∞

に矛盾する．したがって，Gは非トーラス的である．

次の予想は未解決である．

予想 3.19. 非トーラス的な有限生成群は双曲的である．
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A 補足

A.1 Möbius変換の等角性と円円対応性

Rn 上のMöbius変換が，等角性と円円対応性をもつことを示す．Möbius
変換は偶数個の鏡映の合成であるから，鏡映が等角性と円円対応性をもつこ

とを示せばよい．ここでは簡単ため，R2 上のMöbius変換のみを考えるが，
3次元以上でも同様の議論が成り立つ．γをR2内の中心 o(C), 半径 rの円周

に関する鏡映とする．ηを η(z) = z − o(C)で定義される Ĉ上の平行移動と

する．γ0 = η ◦ γ ◦ η−1は，原点を中心とする半径 rの円周に関する鏡映であ

る．平行移動はあきらかに等角性と円円対応性をもつので，γ0が等角性・円

円対応性をもてば，γ = η−1 ◦ γ0 ◦ ηについてもそれがいえる．

鏡映の定義より，(x, y) 6= (0, 0)に対し，γ0(x, y) = (u, v)とおくと，u =
r2x

x2 + y2
, v =

r2y

x2 + y2
である．

まず，γ0 が等角変換であることを示す．γ0 のヤコビ行列は，

D(γ0) =


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 = r2


−x2 + y2

(x2 + y2)2
−2xy

(x2 + y2)2
−2xy

(x2 + y2)2
x2 − y2

(x2 + y2)2



=
r2

x2 + y2


−x2 + y2

x2 + y2

−2xy

x2 + y2

−2xy

x2 + y2

x2 − y2

x2 + y2

 (A.1)

であるから，D(γ0)は，実直交行列を
r2

x2 + y2
倍したものである．したがって，

D(γ0)は等角変換である．実際に，2次の実直交行列Aを s > 0倍した行列 sA

を考えてみる．零でないベクトルv, w ∈ R2のなす角を θとし，(sA)v, (sA)w
のなす角をϕとすると，(sA)u ·(sA)v = s2(Au ·Av) = s2(u ·tAAv) = s2u ·v
であるから，

cos ϕ =
(sA)u · (sA)v
|(sA)u||(sA)v|

=
s2u · v
s|u|s|v|

=
u · v
|u||v|

= cos θ

が成り立つ．よって，θ = ϕとなる．

次に，γ0が円円対応性をもつことを示す．R2内の円または直線C1の方程

式は，

a(x2 + y2) + 2bx + 2cy + d = 0 (b2 + c2 > ad)

で与えられる．ただし，a 6= 0のときが円の方程式であり，a = 0のときが直

線の方程式である．(x, y) =
( r2u

u2 + v2
,

r2v

u2 + v2

)
であるから，

a

(
r4u2

(u2 + v2)2
+

r4v2

(u2 + v2)2

)
+ 2b

r2u

u2 + v2
+ 2c

r2v

u2 + v2
+ d = 0.
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したがって，γ0(C1)は方程式

d(u2 + v2) + 2br2u + 2cr2v + ar4 = 0
(
(br2)2 + (cr2)2 > d · ar4

)
をみたす．よって，γ0(C1)はR2 内の円または直線である．

A.2 均一分布サイクル

第 2.5節で使用した性質 (z.1)–(z.5) (p. 49)をみたす 3-サイクル z(σ), zM (σ)
を構成する．

µをG = Isom+(H3)上の局所有限Haar測度とする．すなわち，µは，両

側からの作用に関し不変なG上の正値 Borel測度である．特に，Gの任意の

有界開集合 U に対し，µ(U) > 0となる．このような測度の存在は，局所コ
ンパクト群に関する基本的な結果である12)．

x0 をH3 の基点とする．µの G-不変性より，Gの任意の Borel集合 U に

対して，

µ({g ∈ G ; gx0 ∈ U}) = Vol(U)

が成り立つように，µを正規化することができる．一方，任意の x1 ∈ H3に

対し，hx0 = x1 をみたす h ∈ Gが存在するので，

µ({g ∈ G ; gx1 ∈ U}) = µ({g ∈ G ; gx1 ∈ U}h)

= µ({g′ ∈ G ; g′x0 ∈ U}) (g′ = gh)

= Vol(U). (A.2)

非退化直伸 3-単体 σ : ∆3 −→ H3 を固定する．集合 Gσ = {g ◦ σ ; g ∈ G}
の要素は，∆3 からH3 への C∞-写像である．Gσ 上の Borel測度 smear(σ)
を，Gの任意の Borel集合 Aに対して，

smear(σ)(Aσ) = µ(A) (A.3)

で定義する．p. 47で定義したとおり，τ ∈ GMσであるとは，ある g ∈ Gに対

して τ = p ◦ g ◦ σとなることである．ただし，p : H3 −→ M は普遍被覆であ

る．Haar測度のG-不変性より，smear(σ)は，π1(M)-不変である．したがっ
て，smear(σ)と局所同値なGMσ上の測度 smearM (σ)が定義される．M 内

の単連結開集合 OのH3へのリフトを Õとすると，p|
eO : Õ −→ Oは等長写

像である．∆3 の内心を y0 とすると，

smearM (σ)({τ ∈ GMσ ; τ(y0) ∈ O})

= smear(σ)({τ̃ ∈ Gσ ; τ̃(y0) ∈ Õ})
(A.3)
= µ({g ∈ G ; gx1 ∈ Õ}) (A.2)

= Vol(Õ) = Vol(O) (A.4)

12)GがH3 に等長的かつ推移的に作用するという事実を使い，Haar測度を直接的に構成する
のも困難ではない．
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が成り立つ．ただし，σ(y0) = x1 とする．この smearM (σ)は，C1(∆3,M)
の 3-鎖であるが，3-サイクルではない．

σ : ∆3 −→ H3 が，正の向きをもつ非退化直伸 3-単体の場合を考える．σ

の鏡映を σ− とおく．このとき，

Vol(σ−) =
∫

∆3
σ∗
−(ΩH3) = −Vol(σ) < 0

が成り立つ．ただし ΩH3 は，H3 の体積要素である．

z(σ) =
1
2
(
smear(σ)− smear(σ−)

)
, zM (σ) =

1
2
(
smearM (σ)− smearM (σ−)

)
とおく． supp(smear(σ(−))) = Gσ(−) より，(z.1)の性質：

supp(z(σ)) = Gσ ∪ Gσ−

が成り立つ．µは正定値 Borel測度であるから，空でない内部をもつGの任

意の Borel部分集合H に対し，

z(σ)(Hσ) =
1
2
smear(σ)(Hσ)

(A.3)
=

1
2
µ(H) > 0,

z(σ)(Hσ−) = −1
2
smear(σ−)(Hσ−)

(A.3)
= −1

2
µ(H) < 0.

よって，(z.2)が成り立つ．smear(σ(−))と smearM (σ(−))は局所同値である
から，z(σ)と zM (σ)も局所同値である．したがって，(z.3)が成り立つ．

‖zM (σ)‖ =
1
2
(
‖smearM (σ)‖ + ‖smearM (σ−)‖

) (A.4)
= Vol(M).

より，(z.4)が成り立つ．

補題 A.1. z(σ) は C1(∆3,H3)上の 3-サイクルである．

証明. α3,i : ∆2 −→ ∆3 (i = 0, 1, 2, 3)を∆3 の第 i面上への等長写像とする．

直伸 2-単体 τ (i) = σ◦α3,i, τ
(i)
− = σ− ◦α3,iを考える．このとき，g◦τ (i) = τ

(i)
−

をみたす g ∈ Gが存在する（図 2.19, p. 49参照）．Gの任意の Borel集合 A

に対し，

smear(τ (i)
− )(Aτ (i)) = smear(τ (i)

− )((Ag−1)τ (i)
− )

(A.3)
= µ(Ag−1) = µ(A)

(A.3)
= smear(τ (i))(Aτ (i)).

このとき，(2.10) (p. 47)より，

∂3(z(σ)) =
1
2
(
∂3(smear(σ)) − ∂3(smear(σ−))

)
= 0.

すなわち，z(σ)は 3-サイクルである．
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zM (σ)は z(σ)と局所同値であるから，補題 A.1より，C1(∆3,M)上の 3-
サイクルである．このとき，

〈zM (σ),ΩM 〉 (2.11)
=

1
2
(
Vol(σ)‖smearM (σ)‖ − Vol(σ−)‖smearM (σ−)‖

)
(A.4)
=

1
2
(
Vol(σ)Vol(M) + Vol(σ)Vol(M)

)
= Vol(σ)Vol(M) = 〈Vol(σ)[M ], ΩM 〉

であるから，

[zM (σ)] = Vol(σ)[M ] ∈ H3(M ; R)

となる．よって，(z.5)が成り立つ．
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