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はじめに

本論文は代数的整数論において基本的であり重要でもある「有理数体の有限アーベル拡大は円分体の部分体

に限る」という Kronecker-Weberの定理に関する総合報告である．

論文は８節からなっている．大きく分けると，第１節から第５までは導入部で，第１節ではデデキンド環に

ついて，第２節では付値について，第３節では射影的極限と帰納的極限について，第４節では p進数体につい

て，ノルム剰余群の例を添えながらまとめ，第５節では群のコホモロジーについてまとめた．第６節，第７節

については局所類体論へ向けてのかけ橋として，第６節では代数的整数論について，第７節では局所体につ

いてまとめた．第８節では本論文の主題である局所類体論の観点から Kronecker-Weberの定理の証明をまと

めた．

また，本論文は膨大な量となるため，本要旨では第１節から第７節までは特に重要な定義だけを抜き出して

定義集としてまとめた．

1 定義

定義 1.1. (ak)k≥0 を有理数の数列とする．任意の正の有理数 εに対して N ∈ Nが存在して，k, l ≥ N なら

|ak − al|p < εとなるとき，(ak)k≥0 は p進付値に関するコーシー列であるという.

記号 1.2. Cp の元 (xn)n≥1 と (yn)n≥1 が同値であることを，任意の正の有理数 εに対して N ∈ Nが存在し
て，n ≥ N なら |xn − yn|p < εが成り立つことと定義する．さらにこの同値関係で Cp を割った商集合を Qp

と定義する．Qp は体をなすので，p進数体とよぶ.

定義 1.3. L/K を相対代数体とする．K の素イデアル p の L への延長 pOL を L において素イデアル分解

して
pOL = Pe1

1 Pe2
2 · · ·Peg

g (1.1)

を得るとする．このとき，自然数 ei を Pi の L/K における分岐指数という.

定義 1.4. L/K を相対代数体とする．K の素イデアル pの Lへの延長を Lにおいて素イデアル分解したも

のを (1.1)とする．ei > 1のとき，Pi は L/K で分岐しているといい，ei = 1のとき，Pi は L/K で不分岐で

あるという．P1, . . . ,Pg がすべて不分岐であるとき，すなわち，e1 = e2 = · · · = eg = 1のとき，pは L/K

で不分岐であるといい，そうでないとき pは L/K で分岐しているという．g = 1，すなわち，pの素因子 P

が一つしかなく，さらにその分岐指数 eが拡大次数 n = [L : K]に等しいとき，つまり

pOL = Pn, n = [L : K]

のとき，pは L/K において完全分岐しているという．
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定義 1.5. K を体とし，K を分離閉包とする．

IK = {σ ∈ Gal(K/K) | 任意の x ∈ Ovに対してσ(x) ≡ x (mod mv)が成立する．}

と定めたとき，IK をK の惰性群という.

定義 1.6. 離散付値環に関して完備で，かつ付値環の付値イデアルによる剰余体 Ov/mv が有限体になってい

るような体を局所体という.

2 局所類体論

定義 2.1. K 上有限次かつ不分岐なK/K の中間体の合併を最大不分岐拡大といい，K̃ と表す．

定義 2.2. (K, v)を非アルキメデス的局所体とする．

K に含まれるK の有限アーベル拡大の合併を最大アーベル拡大とよび，Kab と表す.

定理 2.3 (局所体に対する類体公理). 局所体の巡回拡大 L/K に対して，

|Hi(Gal(L/K), L×)| =

{
[L : K] (i = 0)

1 (i = 1)

系 2.4. L/K が局所体の不分岐拡大であるならば，i = 0，1に対して

Hi(Gal(L/K), UL) = 1, Hi(Gal(L/K), U
(n)
L ) = 1 (n = 1, 2,，. . .)

が成り立つ．特に，
NL/K(UL) = UK , NL/K(U

(n)
L ) = U

(n)
K

である.

記号 2.5. K を体，LをK の拡大体，L̃を Lの最大不分岐拡大とする．

Frob(L̃/K) = {σ ∈ Gal(L̃/K) | dK(σ) ∈ N}

とする．

定義 2.6. 無限次拡大 L̃/K のノルムを次のように定める．

NL̃/K(L̃×) =
∩
M

NM/K(M×)

ただし，M は L̃/K の有限次部分拡大すべてをはしる．このように定めたノルム NL̃/K(L̃) を普遍ノルムと

いう.

定義 2.7. σ を Frob(L̃/K)の元として，Σを σ の不変体，πΣ ∈ Σ× を素元とするとき，局所相互写像

rL̃/K : Frob(L̃/K) −→ K×/NL̃/K(L̃×)

を
rL̃/K(σ) = NΣ/K(πΣ) mod NL̃/KL̃×

によって定義する.
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命題 2.8. 相互写像
rL̃/K : Frob(L̃/K) −→ K×/NL̃/K(L̃×)

は乗法的で全射である.

命題 2.9. 任意の有限ガロア拡大 L/K に対して，

rL/K(σ) ≡ NΣ/K(πΣ) mod NL/KL×

によって，自然な準同型写像
rL/K : Gal(L/K) −→ K×/NL/KL×

が得られる．ただし，Σは σ ∈ Gal(L/K)の逆像となる元 Frob(L̃/K)の不変体であって，πΣ ∈ Σ× は素元

である．この写像を L/K の局所相互準同型写像という.

命題 2.10. L/K が不分岐拡大ならば，局所相互写像

rL/K : Gal(L/K) −→ K×/NL/KL×

は
rL/K(φL/K) = πK mod NL/KL×

で与えられ，同型となる.

命題 2.11. L/K と L′/K ′ をそれぞれ K ⊂ K ′, L ⊂ L′ を満たすガロア拡大として，σ ∈ Gal(K̃/K) とす

る．このとき，

Gal(L′/K ′)
rL′/K′
−−−−→ (K ′)×/NL′/K′(L′)×y yNK′/K

Gal(L/K)
rL/K−−−−→ K×/NL/KL×

Gal(L/K) −−−−→ K×/NL/KL×

σ∗

y yσ

Gal(Lσ/Kσ)
rLσ/Kσ

−−−−−→ (Kσ)×/NLσ/Kσ (Lσ)×

という可換図式が成り立つ．ただし，左の縦の矢印はそれぞれ σ′ 7−→ σ′|L と τ 7−→ σ−1τσ によって与えら

れる.

定理 2.12 (局所相互法則). K を体，LをK の有限ガロア拡大とする．このとき，相互準同型写像

rL/K : Gal(L/K)ab −→ K×/NL/KL×, σ 7−→ NLσ/K(πΣ) mod NL̃/KL̃×

は同型である.

定義 2.13. 局所相互写像 rL/K の逆写像を考えることによって，局所ノルム剰余記号

( , L/K) : K× −→ Gal(L/K)ab

が得られる．これは全射であって，その核は NL/KL× である.

定理 2.14 (存在定理). K を局所体とする．このとき，対応

L 7−→ NL = NL/KL×
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は，K の有限アーベル拡大とK× の指数有限の開部分群 N との一対一対応を与える．さらに，

L1 ⊂ L2 ⇐⇒ NL1
⊃ NL2

, NL1L2
= NL1

∩NL2
, NL1∩L2

= NL1
NL2

が成り立つ.

例 2.15. pを奇素数，u ∈ Z×
p \(Z×

p )
2 と仮定する．さらに，K = Qp(

√
p,
√
u)とおく．このとき，K/Qp は

Z/2Z× Z/2Zをガロア群にもつガロア拡大．さらに，K/Qp において一対一対応 L 7−→ NL = NL/Qp
L× は

次のように与えられる．

(a) p ≡ 1 (mod 4)の場合．

Qp(
√
p,
√
u)

Qp(
√
u) Qp(

√
p) Qp(

√
pu)

Qp

⇐⇒

{1} mod(Q×
p )

2

{1, u} {1, p} {1, pu}

{1, u, p, pu}

(b) p ≡ 3 (mod 4)の場合．

Qp(
√
p,
√
u)

Qp(
√
u) Qp(

√
p) Qp(

√
pu)

Qp

⇐⇒

{1} mod(Q×
p )

2

{1, u} {1, pu} {1, p}

{1, u, p, pu}

系 2.16 (局所クロネッカー・ウェーバーの定理). 任意の有限アーベル拡大 L/Qp は Qp(ζ)に含まれる．ただ

し，ζ は 1の冪根である．言い換えれば，最大アーベル拡大 Qab
p /Qp は 1の冪乗根をすべて添加することに

よって得られる.

定理 2.17 (クロネッカー・ウェーバーの定理). 任意の有限アーベル拡大 L/Qは適当な 1の冪乗根 ζ を添加

した体 Q(ζ)に含まれる.
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