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1 はじめに

近年, q–拡張や楕円関数拡張が注目されており確率分布の q–拡張 [2]や,楕円関数拡張された組み合わせ論 [5]
などが研究されている. また,ランダム行列理論の動的拡張では,固有値の満たす確率微分方程式と確率過程の
関係性について研究が行われている. 例えば,エルミート行列の各成分がブラウン運動によって与えられるラン
ダム行列の動的拡張を行うと,その固有値が β = 2の Dysonモデルに対応することが知られている. そこで本研
究では,対称単純ランダムウォーク [4]を q–拡張した q–ランダムウォークの構築と解析,楕円関数組み合わせ論
をもとにした確率過程の構築と解析,正規ランダム行列の動的拡張を行った. 結果として, q–ランダムウォーク
の緩和過程での相関核が時間と空間に依存した sine核として記述できることを示した. また,楕円関数組み合わ
せ論をもとに周遊過程 (excursion processes)の拡張を行い,数値計算から位置座標の平均値の軌跡が非自明な曲
線を描くことを確認した. さらに,大偏差原理から軌跡の近似計算も行った. これらの結果は,非平衡統計力学に
おいて代数的な拡張を用いた新しい確率過程となっている. 正規行列はエルミート行列をより一般化した行列
として知られている [3]. 本研究では, 2次正方行列の場合についてブラウン運動を成分に持つ正規ランダム行列
の固有値が満たす確率微分方程式を導出した. この結果から,ガウス型統計集団 (GUE)ではランダム行列にエ
ルミート条件を課しているため固有値の時間発展は 1次元の点過程であったが,正規ランダム行列では固有値
が複素数となるため 2次元上の点過程を実現することが期待される.

2 非衝突 q–ランダムウォーク
c ∈ R, 0 < q < 1として ξ j ( j = 1,2,3, · · · )を

P(ξ j = 1) = p j =
cq j−1

1+ cq j−1 (2.1)

P(ξ j =−1) = 1− p j=
1

1+ cq j−1 (2.2)

のように分布する確率変数とする. このとき,時刻 s ∈ N0 で位置 x ∈ Zから時刻 t ∈ N0 で位置 y ∈ Zへの q–ラ

ンダムウォークの推移確率は, 0 ≤ s ≤ t, x− (t − s)≤ y ≤ x+(t − s), (t − s)+(y− x) ∈ Ze を満たすとき

pq,c(s,x; t,y)

=
c{(t−s)+(y−x)}/2

∏t
j=s+1(1+ cq j−1)

qs{(t−s)+(y−x)}/2+({(t−s)+(y−x)}/2
2 )

[
t − s

{(t − s)+(y− x)}/2

]
q

(2.3)

で与えられることを示した. ただし,

[
n

k

]
q

は q二項係数である. 次に a ∈ {2,3, . . .}として,無限粒子が格子間

隔 2aで等間隔に Ze上に配置されている状態,つまり δ2aZ(·)≡ ∑k∈Z δ2ak(·)を考える. このとき長時間極限での
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相関核は収束し, (s,x), (t,y) ∈ N0 ×Z, s+ x, t + y ∈ Ze であるとき

Kρ(t − s,y− x) =



2sin [π ((y− x)+(t − s))/2a]
π [(y− x)+(t − s)]

(s ≤ t)

2sin [π ((y− x)+(t − s))/2a]
π [(y− x)+(t − s)]

−1l((y− x)− (t − s) = 0) (s > t)

(2.4)

となることを示した. (2.4)から,緩和過程での相関核は sine核が時間とともにドリフトしたものになることが
分かった. また, 2点相関関数は, (s,x), (t,y) ∈ N0 ×Z, s+ x, t + y ∈ Ze であるとき

ρ(s,x; t,y) =



1
a2 − 4sin2 (π(y− x)/2a)

π2(y− x)2 (s = t)

1
a2 − 4sin2 (π{(y− x)+(t − s)}/2a)

π2{(y− x)+(t − s)}2 +2×1l((y− x)+(t − s) = 0) (s ̸= t)

(2.5)

となる. 相関関数の概形は図 1,図 2のようになる.

図 1: a = 2での q–ランダムウォークの相関関数
ρ(t − s,y− x).

-30 -20 -10 0 10 20 30
t-s

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

図 2: a = 2 での q–ランダムウォークの相関関数
ρ(t − s).

3 楕円関数拡張された周遊過程

楕円関数組み合わせ論 [5]から周遊過程を構築した. 文献 [1]のように周遊過程の楕円関数拡張を考えること
ができる. 各過程の軌跡は以下のようになることを発見した. まず,簡略化された三角関数型周遊過程の確率分
布の時間発展は図 3,図 4のような非自明な S字曲線となる. 得られた data-collapseは簡略化された三角関数型
周遊過程において T → ∞での極限として与えられる曲線 ṽ(s)の存在を示唆している. 次に,三角関数型周遊過
程の確率分布の時間発展は図 5,図 6のような非自明なC字曲線となる. 同様に,得られた data-collapseは三角
関数型周遊過程において T → ∞での極限として得られる曲線の存在を示唆している. 最後に,楕円関数型周遊
過程の確率分布の時間発展については,軌跡の概形は三角関数型周遊過程の場合とほとんど同じでありパラメー
タ κ の依存性は図 7のようになる. この図から,曲線の直線的な軌跡からのずれは κ → 0+となるにつれて大
きくなることが分かる. また, κ = 10の data-collapseは三角関数型周遊過程と非常によく一致している. 図 8は,
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図 3: T = 100での 簡略化された三角関数型周遊
過程の確率分布 P̃0,0

2T (X(t) = x)の時間発展.
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図 4: x̃max
2T (t)/T , t ∈ {0,1, . . . ,2T} の数値計算結果

が様々な時間間隔 T についてプロットされている;
T = 100 (circles ⃝), 150 (crosses +), 200 (triangles
△), 250 (squares 2)である.

図 5: T = 100での三角関数型周遊過程の確率分布
P̂0,0

2T (X(t) = x)の時間発展.
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図 6: x̂max
2T (t)/T , t ∈ {0,1, . . . ,2T}の数値計算結果

が様々な時間間隔 T についてプロットされている;
T = 100 (circles ⃝), 150 (crosses +), 200 (triangles
△), 250 (squares 2).

大偏差原理を用いることで,簡略化された三角関数型周遊過程の長時間極限での軌跡を 27次まで近似した結果
である. これらの結果から,楕円関数拡張した周遊過程では,古典的ランダムウォークの直線的な平均値の軌跡
からずれ,曲線的な軌跡になることが分かった.

4 正規ランダム行列の動的拡張

2×2の正規行列は一般に z, w, s ∈ Cを用いて

M =

(
z s(z−w)

s̄(z−w) w

)
(4.1)

で与えられる. ここに, 互いに独立同分布のブラウン運動 (B j(t))6
j=1, t ≥ 0を z(t) = B1(t)+

√
−1B2(t), w(t) =

B3(t)+
√
−1B4(t), s(t) = B5(t)+

√
−1B6(t)となるように導入する. (4.1)の固有値は

λ =
1
2

(
z+w±

√
1+4|s|2(z−w)

)
(4.2)
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図 7: xmax
2T (t;κ)/T , t ∈ {0,1, . . . ,2T} の数値計算

結果; κ = 10 の場合は, T = 100 (circles ⃝), 150
(crosses +), 200 (triangles △), 250 (squares 2),
κ = 0.5の場合は, T = 100 (double circles ⊚), 150
(crosses ×), 200 (reverse triangles ▽), 250 (dia-
monds ♢)である.
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図 8: T = 500 での x̃max
2T (t)/T, t ∈ {0,1, . . . ,2T} の

数値計算結果が横軸を s = t/T として赤い点でプ

ロットされている. 青い曲線は ṽ(s)の 27次までの
近似曲線であり,よく一致している.

であるから,離散的伊藤の公式より

dλ± =
1
2

(
1±
√

1+4(b2
5 +b2

6)

)
dB1 +

√
−1
2

(
1±
√

1+4(b2
5 +b2

6)

)
dB2

+
1
2

(
1∓
√

1+4(b2
5 +b2

6)

)
dB3 +

√
−1
2

(
1∓
√

1+4(b2
5 +b2

6)

)
dB4

± 2b5√
1+4(b2

5 +b2
6)

(
b1 −b3 +

√
−1(b2 −b4)

)
dB5

± 2b6√
1+4(b2

5 +b2
6)

(
b1 −b3 +

√
−1(b2 −b4)

)
dB6 ±

2+4|s|2

(1+4|s|2)3/2 (z−w)dt

を得る.
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