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1. Preliminaries

M̃n+1(c̃) を定曲率 c̃ をもつ n+ 1 次元実空間型とする.

(すなわち M̃n+1(c̃)は定断面曲率は c̃ を持つ完備, 単連結リーマン多様体とする.)

各実数 c̃ と各整数 n > 1 に対して定曲率 c̃ をもつ等長変換を除いて一つの n 次元実空間型が存
在する.

実空間型は
(1) c̃ = 0 のとき, M̃n+1(c̃) はユークリッド空間 En+1(c̃).

(2) c̃ < 0 のとき, M̃n+1(c̃) は双曲空間 Hn+1(c̃).

(3) c̃ > 0 のとき, M̃n+1(c̃) は球面 Sn+1(c̃).

f を M̃n+1(c̃) 内の n 次元リーマン多様体 Mn の等長はめ込みとする. そのような Mn を超
曲面と呼ぶ. Aを対称作用素とし, ∇ を Mn上, ∇̃を M̃n+1上の共変微分とする.

すると, 以下の公式が成り立つ.

∇̃XY = ∇XY + g(AX,Y )ξ

∇̃Xξ = −AX

また, Gaussの方程式, Codazziの方程式は次で与えられる.

ここで, R を Mn の曲率テンソルとする.

R(X,Y ) = c̃(X ∧ Y ) +AX ∧AY, X, Y ∈ Tx(M)

(∇XA)(Y ) = (∇Y A)(X)

次に, Mn の曲率テンソル R が

∇R = 0

を満たすならば, Mn は局所対称空間と呼ばれる.

例えば定曲率を持つ二つの空間の積は局所対称空間である. 今,

∇R = 0

ならば, 任意の接ベクトル X と Y に対して,

R(X,Y ) ·R = 0
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である. 逆に,

R(X,Y ) ·R = 0

という弱い条件下でMn は ∇R = 0 かどうかという問題が考えられる.

2. Known Result

Theorem (Nomizu) M を n次元完備, 連結リーマン多様体とする. (n > 2)

等長はめ込み f : Mn → Rn+1

rankA = k ≥ 3, R(X,Y ) ·R = 0を満たすならば,

( i )Sn

( ii )Sk ×Rn−k

Lemma 1 (Nomizu).

T0, Tλ は differentiable.

Lemma 2(Nomizu).

T0, Tλ は involutive.

Lemma 3(Nomizu).

(Mn)を M̃n+1 の超曲面とする. Mn の各点で異なる二種の主曲率 (λ ̸= µ)を持つならば, Tλ は
differentiable, involutiveである.

その時, dimTλ > 1ならば, X ∈ Tλ に対して Xλ = 0

Theorem(Nomizu).

(Mn, f)を M̃n+1内の主曲率が constantである超曲面とする.

その主曲率が異なる二種ならば, (Mn)は二つの定曲率空間の積空間である.

Lemma 4(Cartan).

Mnを M̃n+1(c̃)内の定曲率 c̃を持つ超曲面とし, c̃ ≤ 0, 主曲率が constantの時, 主曲率は多くて
二種である.

C : Weyl curvature tensor

C(X,Y )Z = R(X,Y )Z − 1

n− 2
{g(SY,Z)X − g(SX,Z)Y + g(Y, Z)SX − g(X,Z)SY }

+
traceS

(n− 1)(n− 2)
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

と定義する.

C = 0の時, 以下の Propositionが証明されている.

C = 0を計算すると,

λµ =
1

n− 2
(µtraceA− µ2 + λtraceA− λ2)− (traceA)2 − traceA2

(n− 1)(n− 2)
Proposition 5 (Seiki Nishikawa and Yoshiaki Maeda).

各点で異なる主曲率は二種である.
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Proposition 6 (Seiki Nishikawa and Yoshiaki Maeda).

主曲率 λの重複度は 1, n− 1か nである.

3.Theorem

Theorem

Let Mn be a hypersurface in M̃n+1(c̃). Assume that R(X,Y ) · C = 0,

trace A is constant and n ≥ 3. Then Mn is parallel, i.e., locally isometric to a product of two

spaces of constant curvature.

実際に, R · C = 0を計算していく.

(c̃+ λiλj)(λj − λi){(n− 2)λk − traceA+ (λj − λi)} = 0

を得られる. はじめに, c̃ = 0を考える.

λiλj(λj − λi){(n− 2)λk − traceA+ (λj − λi)} = 0

(i)0固有値を含む場合
λk = 0とすると,

λiλj( λi − λj) (−traceA+ λi + λj) = 0

(ii)rankA = nの場合

λiλj(λj − λi){(n− 2)λk − traceA+ (λj − λi)} = 0

三種ないことを示すと,

(n− 1)λ− traceA+ λ+ µ = 0
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次に, c̃ ̸= 0を考える.

(i) 0固有値を含む場合
λi = 0とすると,

c̃λj{(n− 2)λk − traceA+ λj} = 0

(ii)rankA = nの場合

(c̃+ λµ)(λ− µ){(n− 2)ν − traceA+ λ+ µ} = 0
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主曲率が三種ないことを示すと,

(c+ λµ)(λ− µ)2(p− n+ 1) = 0
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