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1 はじめに
購買データや文書データなど様々なデータにおける頻出するパタンの抽出や, それを用いた個体のクラスタリ
ング手法として, 特異値分解や主成分分析が広く用いられている. これらは, データを複数の実数値要素の和に分
解することによりパタンの抽出を行なっている. したがって, 例えば非負値をとる画像データの場合, これらの手
法を用いると分解後の要素が負値を含むことになり, 分解後の行列を画像として表すには要素が非負値となるよ
うにスケーリングを行う必要がある. スケーリング後の 0は, 非負値における最小値を表す 0と異なる意味をも
ち, 得られた基底の解釈が行いにくいなどの問題が生ずる. このような, 分解後の要素も非負値であることが求
められる場合に有効な手法の 1つとして非負値行列分解 (Non-negative Matrix Factorization, NMF)(Lee and

Seung (1999, 2001))がある.

NMFにおいて, 用いる基底数を意味するランクの選択は, 予測精度を左右する重要な問題である. しかし, こ
れまでにランク選択について言及した研究はほとんど存在しない. 本研究では, NMFのランク選択法について検
討する.

2 非負値行列分解 (NMF)

ここでは, NMFの定式化を行い, NMFに用いられるダイバージェンスと確率分布の関係性について述べる.

2.1 NMFの定式化

NMFでは, 非負値のデータベクトル yi がいずれもK 個の非負の基底ベクトルの重み付き和によって表される
として, 全ての yi を最も良く表現するように K 個の基底ベクトルとその重みとなる非負係数を推定することが
目的である. いま, n×m 非負値データ行列を Y = (yij) として,

Y ≈ WHT

という分解を考える. W と H はそれぞれ基底行列, 係数行列といい, W ∈ Rn×K
≥0 , H ∈ Rm×K

≥0 である. ここで,

R≥0 は 0以上の実数全体を表す. 要素ごとに書き表すと

yij ≈ (WHT )ij =
K∑

k=1

wikhjk

となる. ただし, 分解するランクK はK < min (n,m)である.

NMFの主な利点は大きく分けて 2つある. 1つ目は, 非負値データ行列を非負値の 2つの行列に分解するため,

自然な解釈が行えるという点である. 2つ目は, 要素の表現に足しあわせのみを用いるため非負制約の副次的効果
により, 係数行列の要素は 0に近い値が多くなる傾向がある点である. これより基底行列の情報量が増え, 特徴的
な情報を取り出すことが可能である.
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NMFは, Y とWHT の乖離度を表す損失関数 D(Y |WHT )を用いて, 最適化問題の枠組みで次のように定式
化できる:

minimize D(Y |WHT )

subject to wik ≥ 0, hjk ≥ 0.

損失関数 D(Y |WHT )としては, ユークリッド距離や KLダイバージェンス (Kullback-Leibler divergence), IS

ダイバージェンス (板倉齋藤擬距離, Itakura-Saito divergence)とそれら 3つを統一的に記述できる β-ダイバー
ジェンス (β-divergence) がしばしば用いられる. これらはそれぞれ

DEU(Y |WHT ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − µij)
2
, (2.1)

DKL(Y |WHT ) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(
yij log

yij
µij

− yij + µij

)
, (2.2)

DIS(Y |WHT ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(
yij
µij

− log
yij
µij

− 1

)
, (2.3)

Dβ(Y |WHT ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

(
yij

yβ−1
ij − µβ−1

ij

β − 1
−

yβij − µβ
ij

β

)
(2.4)

で与えられる. ここで µij =
∑K

k=1 wikhjk である. また, β は実数であり, β ̸= 0, β ̸= 1 である. いま,

limβ→0(µ
β
ij − yβij)/β = log(µij/yij) であることから, 式 (2.4)は β → 2のときユークリッド距離, β → 1のとき

KLダイバージェンス, β → 0のとき ISダイバージェンスとなることが確認できる.

それぞれのダイバージェンスを規準とした NMFのアルゴリズムは補助関数法 (亀岡 (2012), 澤田 (2012))に
よって導出できる.

2.2 NMFにおけるダイバージェンスと確率分布の関係

NMFを統計モデルの観点からみたとき, データの分布と式 (2.1)から式 (2.4)で述べた規準を関連づけること
で, データの性質を反映させた損失関数を選択することが可能である.

式 (2.1)から式 (2.4)を規準とした NMFの最適化問題は, yij がそれぞれ µij を平均とした正規分布, ポアソン
分布, 指数分布 (ガンマ分布), Tweedie分布

yij ∼ N
(
yij |µij , σ

2
)
, yij ∼ Po (yij |µij) , yij ∼ Exp (yij |µij) , yij ∼ Tweedie (yij |µij , ϕ)

に従って独立に生成されたと仮定した場合のW,H の最尤推定問題と等価である. ここで,

N
(
z|µ, σ2

)
=

1√
2πσ2

exp

{
− (z − µ)

2

2σ2

}
,

Po (z|µ) = µze−µ

z!
(z ≥ 0),

Exp (z|µ) = 1

µ
e−z/µ (z ≥ 0),

Tweedie (z|µ, ϕ) = aβ (z, ϕ) exp

{
1

ϕ
(zθ (µ)− κ (µ))

}
である. また

θ(µ) =

{
µβ−1−1
β−1 (β ̸= 1)

logµ (β = 1)
, κ(µ) =

{
µβ−1

β (β ̸= 0)

logµ (β = 0)
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であり, µ, ϕ はそれぞれ期待値と分散パラメータ, β ∈ (−∞, 1] ∪ [2,∞) は分散を決定する指標である. β-ダイ
バージェンスがユークリッド距離, KLダイバージェンス, ISダイバージェンスの一般化であるように, Tweedie

分布は β の値によって異なる分布を表現することができ, 正規分布 (β = 2), ポアソン分布 (β = 1), ガンマ分布
(β = 0)の一般化となっている. aβ(z, ϕ) は, β によって異なり, β = 0, 1, 2のときのみ閉じた形で書ける.

式 (2.1)から式 (2.4)を規準とした NMFの最適化問題が, yij が対応する分布に従って独立に生成されたと仮
定した場合のW,H の最尤推定問題と等価であることは, それぞれを yij を定数とし, µij に関する問題とするこ
とで確認できる.

3 Bayesian NMF

ここでは, KLダイバージェンスを規準とした NMFを階層ベイズモデルとして再定式化した Bayesian NMF

(Cemgil (2009))について述べる.

Y の各要素は自然数とし, 補助変数 S ∈ Nn×K×m を用いて, Y の各要素を

yij =

K∑
k=1

sikj ≈
K∑

k=1

wikhjk

と近似することを考える. すなわち

sikj ≈ wikhjk

となる. 行列分解という観点において S は必要ないが, このような補助変数を新たに導入することによって, 効率
的なアルゴリズムを導くことができる.

いま, S の各要素の生成モデルが独立なポアソン分布

p(S|W,H) =

n∏
i=1

K∏
k=1

m∏
j=1

p(sikj |wik, hjk) =

n∏
i=1

K∏
k=1

m∏
j=1

Po(sikj |wikhjk)

であるとする. さらに, Y の各要素は独立にデルタ分布に従う, すなわち

p(Y ) =
n∏

i=1

m∏
j=1

p(yij) =
n∏

i=1

m∏
j=1

Del

(
yij

∣∣∣∣ K∑
k=1

sikj

)
とする. ここで, デルタ分布は

Del(x|z) =

{
1 if x = z

0 otherwise

という離散型確率分布である. 生成の観点から考えると,
∑K

k=1 sikj として得られた値がそのまま yij の値として
扱われると考えてよい. また, W,H の事前分布は, ポアソン分布の共役事前分布であるガンマ分布

p(W ) =
n∏

i=1

K∏
k=1

p(wik) =
n∏

i=1

K∏
k=1

Gam
(
wik|aWik , bWik

)
, p(H) =

m∏
j=1

K∏
k=1

p(hjk) =
m∏
j=1

K∏
k=1

Gam
(
hjk|aHjk, bHjk

)
とする. ただし, ガンマ分布は

Gam(x|a, b) = exp
{
(a− 1) log x− x

b
− log Γ(a)− a log b

}
であり, a, b ∈ R≥0, Γ(a) =

∫∞
0

ta−1e−tdtである. これらの確率変数の関係性を整理し, 同時分布として書くと

p(Y, S,W,H) = p(Y |S)p(S|W,H)p(W )p(H)

となる. Bayesian NMFのアルゴリズムの導出については, ギブスサンプリングを用いた方法などがある.
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4 NMFにおけるランク選択法
NMFにおけるランク K は, 実データ解析においてデータから何種類のパタンを取り出すかを規定するもので
ある. K を大きくすることで D(Y |WHT )は小さくなるが, データに過適合すると考えられるため, 適切な K を
設定することが必要である.

ここでは, Leeらが提案した NMFに対する赤池情報量規準 (Akaike’s Information Criterion, AIC)とベイズ
情報量規準 (Bayesian Information Criterion, BIC)を用いたランク選択を提案する. NMFのランク選択に用い
る AICと BICはそれぞれ

AIC = −2
n∑

i=1

m∑
j=1

(
yij log

K∑
k=1

wikhjk −
K∑

k=1

wikhjk − log yij !

)
+ 2K(n+m),

BIC = −2

n∑
i=1

m∑
j=1

(
yij log

K∑
k=1

wikhjk −
K∑

k=1

wikhjk − log yij !

)
+ log(nm)K(n+m)

である. 修士論文では数値実験を行い, AICと BICはともに真のランクよりも小さいランクを選択する傾向があ
ることがわかった. これは, モデルの自由パラメータ数で表現されているバイアスの部分が, 大きすぎるためであ
ると考えられる.

また, Bayesian NMFによるランク選択を試みた. ギブスサンプリングにおける平均値, 中央値, 最頻値を推定
値とし, 式 (2.1)が最小となるランクを選択するとして数値実験を行った. その結果, どの推定値を用いた場合で
も真のランクよりも小さいランクを選択する傾向があることがわかった.

5 まとめと今後の展望
本研究では, はじめに NMFの定式化, ダイバージェンスと分布の関係について述べた. また, NMFを階層構造
で表現することにより, ベイズ推論を用いた Bayesian NMFを定式化した. 最後に, AICと BICを用いた NMF

におけるランク K の選択について数値実験を行い検証した. 今後の課題として, さらにランク選択の精度を向上
するために, 条件付き尤度に基づく情報量規準を用いたランク選択や, Bayesian NMFのパラメータを推定する
際にランクを同時推定する方法などが考えられる.
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