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1. はじめに 

国土交通省河川砂防技術基準調査編 1)によると，洪水

流解析に用いる計算手法では一次元不定流，準二次元

不定流，二次元不定流，準三次元不定流，三次元不定

流計算が用いられている．上記の中では準三次元不定

流及び三次元不定流計算のみ，水の圧力を非静水圧分

布として計算しているが，それ以外の計算には静水圧

分布を仮定している．実際の河川では多くの場合が非

静水圧の流れ場であり，例えば定在波(波状跳水)等が生

じると流線の曲率から生じる鉛直加速度の影響により，

静水圧分布の仮定が崩れる．そこで銭・山田 2)は水路床

の非均一性に起因する流線の曲率による非静水圧の効

果を考慮し，波状跳水のような定在波を表現できる三

階微分の不等流の基礎式を導出した．さらに，滝口・

山田 3)は非静水圧を考慮した三階微分の不等流の基礎式

に，川幅の変化を考慮することで一般断面に適用でき

る基礎式を導出した．また銭・山田の理論の拡張とし

て，非静水圧を考慮した非定常流の式を導いた．上記

の既往研究では，1 次元開水路を対象としている．本研

究では，浅水流方程式について微小振幅波かつ静水圧

仮定の下導出した水面形の解析解と，微小振幅波かつ

非静水圧仮定の下導出した水面形の解析解どちらが精

度良く水面形を求めることができるか把握することを

目的とし，摩擦抵抗や渦粘性，渦拡散を考慮しない最

もシンプルな場合の流れを考え，水深に比べて十分小

さい凹凸が存在する 2次元開水路流れを対象として以下

に示す条件の下で解析解を求めた．     

本研究では，静水圧仮定の下，摂動法により線形化

した連続式および運動方程式を用いるが，この 2次元の

不等流の基礎式に対し適当な変換を行うことでポアソ

ン方程式の形に変形し，水面形の解析解を導出した 4)．

この解析解は畳み込み積分の形をしている． 

次に，3 次元ポテンシャル流れかつ非静水圧仮定の下，

河床凹凸に対し 2次元離散フーリエ変換を行い，河床凹

凸を波数成分に変換する．この，変換した波数成分を

河床が sin × cosの形状をしている場合の 3次元ラプラス

方程式の基本解に組み込むことにより，水面形の解析

解を導出した．さらに，得られた解析解の妥当性を検 

 

 

 

 

 

 

 

図-1 凹凸が存在する開水路流れの模式図 

証するために平面 2次元不定流計算及び，水理実験との

比較を行い，得られた解析解の妥当性を検証した． 

2.河床凹凸により生じる水面形の解析解の導出 

2-1.  非静水圧仮定により導出した水面形の解析解 

本研究で対象とする開水路流れは，水深に比べ微小

な凹凸が河床に存在する流れを対象とする．模式図を

図-1に示す．ここで，3次元ポテンシャル流れを仮定し

た際の連続式であるラプラス方程式と速度ポテンシャ

ルを(1)式および(2)式に示す． 

  

(1) 
 

 
 

(2) 

(2)式における φ (x,y,z)は河床凹凸によって生じる微小

な擾乱を示す速度ポテンシャルである．この速度ポテ

ンシャル φ (x,y,z) を x，y，zで微分することにより，河床

凹凸により生じる微小な流速の各方向成分となる．ま

た，(1)式および(2)式に示す 3次元ポテンシャル流れに対

する力学的境界条件は(3)式，運動学的境界条件は(4)式

および(5)式である．水面を z = 0とする． 
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(5) 

h は等流水深[L]，η (x,y) は凹凸によって生じる水面の

変位[L]，Zb (x,y) は凹凸の高さ[L] (h >> Zb)，Uは流速[LT-1]，

g は重力加速度[LT-2]，また，流れは定常とする．(5)式中

の河床凹凸の高さ Zb (x,y)に対して 2次元離散フーリエ変

換を行うと(6)式になる．F (p,q)は河床凹凸のフーリエ変

換データ，pは x方向の河床凹凸の波数，q は y 方向の
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河床凹凸の波数，mは x座標の格子番号，nは y座標の

格子番号，Nは縦，横の格子数である．また，逆変換の

基本式を(7)式に示す． 

  

(6) 

  

(7) 

以上の境界条件の下で線形化を行い(1)式を解くと，

(8)式に示す速度ポテンシャル Φ および(9)式に示す河床

凹凸により生じる水面形の解析解がそれぞれ得られる． 

 

 

 

 

 
(8) 

  

 

 

(9) 

ここに，k は流下方向における河床凹凸の波数であり，

lは幅方向における河床凹凸の波数である．kおよび lを

以下(10)，(11)式に示す．また，βは kと l により決まる

合成波数である．βおよび上流側の凹凸により生じる擾

乱の影響を受けない地点におけるフルード数 Fr を以下

(12)，(13)式に示す． 
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(12) 
 

ghUFr 2  
 

(13) 

また，(8)式に示す速度ポテンシャルΦを各方向で微分

することにより，各方向流速成分を(14)~(16)式で表す． 
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(16) 

2-2.  静水圧仮定により導出した解析解 

以下では静水圧仮定の下，摂動法により線形化した

連続式及び運動方程式を用いて水面形の解析解を導出

する．連続式を(17)式，運動方程式を(18)，(19)式に示す． 
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(18) 

  

(19)  

 (20) 

 (21) 

ここに，u，vは流速の x，y方向成分である．また，u’，

v’ はそれぞれ河床凹凸により生じる微小な速度の x，y方

向成分である(U >> u’，v’  )．Hは水位である．以上の式に

関して線形化を行い，定常流れ，静水圧近似の下，式

変形を行うと(22)式になる． 
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ここで，(23)式で示す元の流下方向の座標xとフルード

数Fr によって決まる新たな座標系x1 を用いると(22)式は

(24)式となる．η1 (x1 ，y )は座標変換後の水面の変位であ

る． 
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(24) 

(24)式はポアソン方程式の形をしており，境界条件は

隆起から無限遠で隆起によって生じる影響を受けない(x1，

y →∞， η1 →0)としてあるので，2次元空間に存在する隆

起による影響(応答)は，点電荷によるポテンシャルと同

じ形であると考えられる．そのため，(25)式で示す畳み

込み積分を行い座標変換後の水面形 η1
 を求める． 

  

(25) 

ξ1，ζ はそれぞれ x1，y 軸方向に関する隆起の位置であ

る． また，(26)式に示す関係から(25)式は(27)式となる． 

  

(26) 
  

(27) 

3. 数値実験と水理実験(検証実験) 

3-1.  数値実験  

前章で導いた水面形の解析解である(9)式および(27)式

の妥当性を検証するために静水圧仮定の下，平面2次元

不定流計算を行った．数値計算に用いた基礎式を以下

(28)~(30)式に示す．  
 

 

 

(28) 

 

 

 

(29) 

 

 

 

(30) 

(28) ，(29)式は水深方向に平均化した浅水流の運動方程

式であり，(30)式は連続式である．n はマニングの粗度

係数[L-1/3T]である． 1次精度風上差分スキームにより離

散化を行い，上記の3式を解いた．  

3-2.  水理実験  

前章で導いた水面形の解析解である(9)式および(27)式

の妥当性を検証するために，図2に示す全長8[m]，幅

60[cm]の固定床開水路を用いて水路実験を行った．実験

のケースを表1に示す．ケース1及びケース2に用いた河

床凹凸の形状を式(31)に示す．また，ケース3及びケース

4に用いた河床凹凸の形状を式(32)に示す． 
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図-2 実験に用いた開水路の模式図 

表-1 実験のケース 

 

 

 

 

 

  

(31) 

  

(32) 

ケース1及びケース2に用いた河床凹凸は，流下方向には

ガウス分布の様な滑らかな変化を与え，幅方向には階

段型に変化を与えた．また，ケース3及びケース4に用い

た河床凹凸は，流下方向及び幅方向にガウス分布の様

な滑らかな変化を与えた．河床凹凸は実験水路下流端

から5 [m] 地点に設置し，河床凹凸の中央，中央から左

側9 [cm]の計2測線の水深を河床凹凸の頂点を原点として

上，下流側にそれぞれ2 [m]，計4[m]の区間に対してサー

ボ式波高計を用いて計測した．  

4. 結果・考察 

 ケース1及びケース3では，静水圧仮定の水面形と非静

水圧仮定の水面形の解析解がほぼ一致し，また，実測

値の傾向をよく捉えている．すなわちケース1及びケー

ス3では静水圧仮定でも十分に水面形の再現が可能であ

ると言える．各ケースの実測値で共通している，下流

側に行くほど実測値の水深が右肩下がりになっている

のは，図-2に示す実験に用いた開水路の全長が8[m]であ

るのに対して，下流端の段落ちによる影響が効いてい

るためである．また，各ケースの平面2次元不定流計算

結果に共通しているのは，実測値及び両解析解よりも

水面形の変化が大きい点である．特に河床凹凸直上に

おいて実測値及び両解析解に対し約3倍程度の違いが見

られる．これは，平面2次元不定流計算に用いた基礎式

である(28)，(29)，(30)式に微小振幅波の条件を入れてい

ないためであると考えられる．図-4，図-7，図-10，図-13

では，実測値に対し移動平均をしている．これは実験

の性質上生じてしまう，水面の微小な擾乱を取り除き，

実測値全体の傾向を把握するために行った．各ケース

で，移動平均後の実測値と両解析解に着目すると，移

動平均前の実測値に比べ，より両解析解との傾向を捉

えていると言える． 

 

 

 

 

 

図-3 Case1 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

 

 

 

 

 

 

図-4 Case1 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

(実測値に7点間移動平均) 

 

 

 

 

 

 

図-5 Case1 ポテンシャル理論より求めた河床凹凸周りの 

流速v_wベクトル成分 

 

 

 

 

 

 

図-6 Case2 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

 

 

 

 

 

 

図-7 Case2 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

(実測値に7点間移動平均) 

 

 

 

 

 

 

 

 

図-8 Case2 ポテンシャル理論より求めた河床凹凸周りの 

流速v_wベクトル成分 
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 ケース2及びケース4では，静水圧仮定の解析解は，実

測値及び非静水圧仮定の解析解に比べ，水面形の変化

量が小さくなっている．特にケース4でその傾向が顕著

である．ケース4では，水深10[cm]に対して河床凹凸最

高部が1[cm]の河床凹凸を用いて実験を行っている．こ

のケースにおいて特に，静水圧仮定の解析解では，河

床凹凸の影響を十分に捉えることができなかったと言

える．図-5，図-8，図-11，図-14では，各ケースにおいて

(15)，(16)式より求めた河床凹凸周りの流速v，wのベク

トル成分を図示したものである．各ケースで河床凹凸

周りで生じる流れの挙動を確認することができる．し

かし精度の検証は行っていない．今後，3次元乱流計算

を行い，その結果と比較，検証をする必要がある． 

5. まとめ 

 本研究で得られた知見を以下に示す． 

・静水圧仮定及び非静水圧仮定の水面形の解析解を導

出し，平面2次元不定流計算及び，水理実験との比較を

行い，得られた解析解の妥当性を検証した．その結果， 

水深8.3[cm]，フルード数0.6で行った実験ケースでは静水

圧仮定の水面形と非静水圧仮定の水面形の解析解がほ

ぼ一致し，また，実測値の傾向をよく捉えている．す

なわち，上記の実験ケースでは静水圧仮定でも十分に

水面形の再現が可能であると言える． 

・本研究で導出した非静水圧仮定の水面形の解析解を

用いて河床凹凸周りの流速v，wのベクトル成分を求め

ることが可能である．しかし精度の検証は行っていな

い．今後，3次元乱流計算を行い，その結果と比較，検

証を行い，その結果と比較，検証をする必要がある． 
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図-9 Case3 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

 

 

 

 

 

 

図-10 Case3 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

(実測値に7点間移動平均) 

 

 

 

 

 

 

図-11 Case3 ポテンシャル理論より求めた河床凹凸周りの 

流速v_wベクトル成分 

 

 

 

 

 

図-12 Case4 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

 

 

 

 

 

 

図-13 Case4 河床凹凸直上の結果と解析解の比較 

(実測値に7点間移動平均) 

 

 

 

 

 

 

 

図-14 Case4 ポテンシャル理論より求めた河床凹凸周りの 

流速v_wベクトル成分 


