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1. まえがき

通信路容量は通信路の伝送能力を示す量であり，Shan-

nonの情報理論において重要な役割を果たす概念である．

既に記憶のない離散的通信路に対して通信路容量を計算

する手法がいくつか提案されているが，その代表的なもの

としては，通信路行列が正方行列の場合に対する室賀氏の

方法，有本氏と Blahutにより独立に提案された任意の通

信路に対する逐次的計算法などがある [1]～ [4]．しかし，

有本氏の方法は収束が非常に遅いという欠点があった．

これに対し，直方体分割を用いたホモトピー法に基づ

く通信路容量の計算法が提案されている [5]．ホモトピー

法は電子回路解析や数理計画法など多くの分野で派生す

る非線形方程式に対して大域的収束性をもつ，非線形方

程式の構成的求解法である [6], [7]．文献 [5]では，通信路

容量を求める問題が基本的に非線形凸計画問題として記

述できることに着目して，Kuhn-Tucker方程式にホモト

ピー法を適用することにより通信路容量を求められるこ

とを示している．この手法は計算効率の改善された大域

的収束性のある手法であるが，プログラミングが非常に

複雑で実装容易性に欠ける．

このような問題を理論面・実用面の両方から解決する方

法として「式を回路で記述して SPICEで解く」という逆

転的発想に基づく方法論である SPICE指向型解析法に関

する研究が行われている [8], [9]．本論文では，この方法論

を用いることにより，SPICE上で高度なホモトピー法を，

複雑なプログラミングを行うことなく通信路容量を求め

る問題を解く方法を提案する．

2. 通信路容量

情報理論では，通信路に雑音があるとき，信頼できる情

報伝送が実現できるための伝送率の上極限として通信路

容量が定義される [10]．本章では，通信路容量を求める問

題が非線形システムの最適化問題として記述されること

を示し，更にKuhn-Tucker方程式を解くことによりこの

問題が解決されることを述べる．

n入力，m出力の記憶のない離散的通信路は，m × n

の行列

P = (Pji), j = 1, 2, · · · ,m, i = 1, 2, · · · , n (1)

で表現することができる．但し，P は条件

Pji≧ 0,

m∑
j=1

Pji = 1 (2)

を満たすものとする．行列 P は通信路行列と呼ばれる．

以下では通信路行列 P によって表される通信路を通信路

P と呼ぶことにする．

通信路 P に任意の入力確率分布

p = (p1, p2, · · · , pn)T

pi≧ 0,

n∑
i=1

Pi = 1
(3)

をもつ入力情報源をつないだとき，入力と出力間の相互

情報量は

I(P ) =

n∑
i=1

m∑
j=1

PiPji log
Pji∑n

k=1 pkPjk
(4)

で定義される．ここで I(p)は上に凸な関数であることが

知られている [10]．

通信路容量は相互情報量の入力確率分布に関する最大

値として定義される．従って通信路容量 C は次のように

定められている．

C = max
p

I(p) (5)

ここで式 (5)を目的関数，式 (3)を制約条件とみなす最

適化問題を考える．この最適化問題は目的関数と制約



関数がともに上に凸であるから，入力確率分布 p およ

び通信路容量 C が最適解となるための必要十分条件は，

p と C が Kuhn-Tucker 方程式の解となることである．

Kuhn-Tucker方程式を立てると，次のようになる [5]．

m∑
j=1

Pji log
Pji∑n

k=1 pkPjk
− C + λ+

i = 0

i = 1, 2, · · · , n
λ−
i − pi = 0, i = 1, 2, · · · , n
n∑

i=1

Pi − 1 = 0

(6)

但し，λ = (λ1, · · · , λn)
T は補助変数であり，λ+ および

λ− は次のように定義される．

λ+ = max
{
0, λ

}k
, λ− = max

{
0,−λ

}k
(7)

kは正整数，λ+ および λ− は λの連続変数であることに

注意する．

ここで，式 (6)の pi = λ−
i という関係より変数 pi を消

去すると，
m∑
j=1

Pji log
Pji∑n

k=1 λ
−
k Pjk

− C + λ+
i = 0

i = 1, 2, · · · , n
n∑

i=1

λ−
i − 1 = 0

(8)

が得られる．式 (8)は n+1個の変数 λi(i = 1, 2, · · · , n),
C と n + 1個の式よりなる n + 1元連立非線形方程式と

なっている．このような非線形方程式を解くことにより

通信路容量 C と相互情報量を最大にする確率ベクトル p

を求めることができる．

3. ホモトピー法

本論文では，最初に非線形方程式の大域的求解法である

ホモトピー法について概説する．x = (x1, x2, · · · , xN )T

を N 次元ベクトル，f を N 次元ユークリッド空間 RN

からRN への連続写像とし，非線形方程式

f(x) = 0 (9)

を解く問題を考える．

式 (9)をホモトピー法で解く場合，まず既知解 x0 をも

つ補助方程式

g(x) = 0 (10)

を考え，tをパラメータとするホモトピー

h(x, t) = tf(x) + (1− t)g(x) (11)

を導入する．そして方程式

h(x, t) = 0 (12)

の解曲線を t = 0のときの自明解 (x0, 0)から出発して追

跡する．このとき，解曲線が点 (x∗, 1)で t = 1超平面と

交われば，x∗ が式 (9)の解となる．このようにして非線

形方程式 (9)の解を求めるのがホモトピー法の原理であ

る．直方体分割を用いたホモトピー法ではホモトピー自

体が変数分離可能であることを利用し，解曲線の追跡法

として直方体分割を用いることで解曲線追跡の効率化を

行っている．

4. SPICEへの適用

SPICEを用いて非線形方程式を解析するためには,方

程式を回路で表現しなければならない. そこで SPICE指

向型解析法の中核を担う，パス追跡回路を用いたホモト

ピー法について説明する [8], [9]．

非線形方程式 f(x) = 0 の解をホモトピー法で求める場

合，この方法では x0 を解とする別の方程式 f0(x) = 0

を考え，パラメータ t を導入し，(x, t) を変数とする方程

式を考える．また，(x0, 0)を始点としたときのパスの弧

長を s とする弧長の微小変化に関する方程式を考え，こ

れら二つの式を連立させた微分代数方程式

h(x, t) = tf(x) + (1− t)f0(x) = 0 (13)(
dx1

ds

)2

+ · · ·+
(
dxn

ds

)2

+

(
dt

ds

)2

= 1 (14)

を (x0, 0)から始めて数値積分することによりパスを追跡

することができる．

このような作業を SPICE 上で実現するには，式 (13)

を図 1のような回路で記述し，式 (14)を図 2のような回

路で記述する．G は SPICE の制約を満たすためのダミー

抵抗で，本研究では G = 10−12 としている．したがって，

これらの回路を SPICE で過渡解析する事により式 (13)

のパスを追跡する事ができる．但し，弧長 s は過渡解析

における時間に対応する．図 2のような回路をパス追跡

回路とよぶ．
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図 1 式 (1) を記述する回路
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図 2 式 (2) を記述する回路

4. 1 ホモトピー法の適用

通信路容量を求める問題にホモトピー法を適用するた

めに，パラメータ t ∈ [0, 1]を導入し次のような問題を考

える．

C = max
p

{
tI(p)− 1

2
(1− t)∥p− p0∥2

}
(15)

この式では，t = 0のとき

C = max
p

{
−1

2
∥p− p0∥2

}
(16)

となり，自明解 p0 をもつ，また t = 1のとき

C = max
p

I(p) (17)

となり，式 (5)と一致し解 p∗ をもつ．

式 (15)を目的関数，式 (3)を制約条件とする非線形計

画問題に対して，改めてKuhn-Tucker方程式を立てると

次のようなホモトピー方程式を得ることができる．

−(1− t)(pi − p0i ) + t

m∑
j=1

Pji log
Pji∑n

k=1 pkPjk

−C + λ+
j = 0

λ−
i − pi = 0
n∑

i=1

pi − 1 = 0

(18)

ここで初期値 x0 = (p01,・・・, p
0
n, λ

0
1,・・・, λ

0
n, C

0)T としては

p0i = 1/n, i = 1, 2,・・・, n

λ0
i =

−1√
n
, i = 1, 2,・・・, n

C0 = 0

(19)

を用いることにする．

従って，式 (18)を解くことによって通信路容量を求め

ることが可能となる．

4. 2 Kuhn-Tucker方程式の記述

前節において非線形計画問題の最適解は式 (18) を解

くことによって得られることを示した．したがって，非

線形計画問題を SPICE 上で解くには式 (18)を SPICE

上に実現し，パス追跡回路を適用すればよい．しかし，

Kuhn-Tucker方程式 (18)は式 (7)を含んでいる．SPICE

には式 (7)を表す組み込み関数は存在しないため，これら

も回路で記述する必要がある．そこで説明の簡単のため，

k を正整数とし，α ∈ R1 を与えて，式 (20)を考え，こ

れを実現するために以下のような方法を取る．

α+
j = max(0, λj)

α−
j = max(0,−λj)

(20)

式 (20)をグラフで描くとそれぞれ図 3，図 4のように

なる．

図 3 α+ のグラフ 図 4 α− のグラフ

このグラフを表す方程式はつぎのようになる．

α+
j =

1

2
(|αj |+ αj)

α−
j =

1

2
(|αj | − αj)

(21)

したがって，式 (21)を表す図 5のような回路を記述すれ

ば，式 (20)を実現することができる．ただし，従属電源

の制御式は

A+
j =

1

2
(|αj |+ αj)

A−
j =

1

2
(|αj | − αj)

(22)

とする．

よって，式 (7)を忠実に再現するためには，式 (22)の

右辺をそれぞれ k 乗すればよい．



図 5 α+
j ，α−

j の生成回路
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図 6 数 値 例 1

5. 数 値 例

提案手法を SPICE3f5上に実装し，HP Pavilion 550-

140jp/CT(CPU:Imtel Core i7-4790 3.60GHz)でシミュ

レーション実験を行った．本章では，通信路 P の通信路

容量を求める問題 [5]の数値例を示す．m = n = 5の次の

ような通信路 P の通信路容量を求める．

P =



0.3 0.1 0.2 0.0 0.1

0.0 0.5 0.2 0.0 0.1

0.2 0.1 0.2 0.0 0.1

0.4 0.1 0.2 0.7 0.1

0.1 0.2 0.2 0.3 0.6


結果，文献 [5]と同様に図 6のような通信路容量 C と相

互情報量を最大にする確率ベクトル pを得られた．

6. む す び

本論文では．ネットリストを入力するだけでプログラミ

ングが一切ない手法を提案した．通信路容量の計算問題

は非線形計画問題を解くことと等価であることから非線

形計画問題の例題として扱い，情報理論の分野に対して

もパス追跡回路を用いて SPICEに適用できることを示し

た．この結果から SPICEで非線形計画問題を解く方法の

有効性を確認できる．

また，SPICEを使用することから情報理論やその他の

分野に対しても計算効率や精度に関して，大きく期待が

もてる新しい方法論を導入できることが今後の発展とし

て考えられる．
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