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1. まえがき

直流回路に対する駆動点特性曲線や伝達特性曲線など

の特性曲線を求める効率的かつ実用的な方法を確立する

ことは，回路の性質を調べる上で重要な問題の一つであ

る．この問題に対し，非線形抵抗回路のすべての特性曲

線を求める方法がいくつか提案されているが，これらの

アルゴリズムは実装の際に高度な専門知識と複雑なプロ

グラミングを必要とするものだった [1] ～ [5]．そのため，

すべての特性曲線を簡単に求めるためには，複雑なプロ

グラミングをすることなく，簡単に実装できる方法が必

要となる．

ところで近年，整数計画法の急速な発展により，CPLEX

[6], SCIP [7]など高性能な商用，非商用の整数計画ソル

バーが開発されている．整数計画法は本質的に難しい（NP

困難と呼ばれている）問題のクラスに属するため，少し

前までは実用規模の問題を解くことは不可能とされてい

た．しかし最先端のアルゴリズムを実装した整数計画ソル

バーを用いることにより，これまでは決して解けないとさ

れていた実用規模の問題を解くことが可能となっている．

本研究室ではこのような整数計画法の発展を背景に，こ

れらの整数計画ソルバーを用いた，区分的線形回路のすべ

ての直流動作点を求める実装容易な方法が提案された [8]．

さらに，この方法を拡張し，上記の CPLEXを用いた区

分的線形回路のすべての特性曲線を求める効率的な方法

が提案された [9]．CPLEXは数ある整数計画法のソフト

ウェアの中でも最も効率的なソフトウェアの一つとして

知られており，無償のアカデミック版が存在するため，商

用目的でない研究者や学生ならば無償で利用することが

できる．しかし，非アカデミックユーザーには高価である

ことから，簡単に利用することができない．一方，SCIP

は非商用で無償の整数計画ソルバーとしてはトップクラ

スの性能を持つソルバーとして知られている．

本論文では，最も高性能な非商用の整数計画ソルバーで

ある SCIPを用いて，実装容易性に優れた区分的線形回

路のすべての特性曲線を求める方法を提案する．本手法

により，非アカデミックユーザーであっても無償で簡単に

特性解析を行うことができる．

2. 整数計画法を用いた区分的線形回路の全解
探索法

本章では，文献 [8]で提案された区分的線形抵抗回路の

すべての直流動作点を求める方法について説明する．n個

の区分的線形抵抗を含む回路は，一般に次のような形の

区分的線形方程式で記述することができる．

f(x) ≜ Pg(x) +Qx− r = 0 (1)

ただし，x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn は区分的線形抵

抗の枝電圧または枝電流を要素とする n次元変数ベクト

ル，P , Q は回路の構造によって決まる n× n定数行列，

r = (r1, r2, · · · , rn)T ∈ Rn は電源の値によって決まる n

次元定数ベクトル，g(x) = [g1(x1), g2(x2), · · · , gn(xn)]
T

はこれらの抵抗の特性を表す Rn から Rn への，図 1に

示すような区分的線形関数（ただし各成分は一変数関数）

である．式 (1)が線形方程式となるような領域を線形領域

と呼ぶことにする．

文献 [8] では，正の補助変数 δij(i = 1, 2, · · · , n; j =

1, 2, · · · ,K) と 0–1 変数 µij(i = 1, 2, · · · , n; j =

1, 2, · · · ,K − 1) を導入することにより，式 (1) を線形
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図 1 区分的線形関数



等式と線形不等式で表現できることが示されている．こ

こで，これらの線形等式・線形不等式の制約のもとで次の

ようなな混合整数計画問題を考える．

最大化：(任意の定数)

制約条件：

Py +Qx− r = 0

xi = ai0 +

K∑
j=1

δij

yi = bi0 +

K∑
j=1

bij − bij−1

aij − aij−1
δij

∆i1µi1 <= δi1 <= ∆i1

...

∆ij−1µij−1 <= δij−1 <= ∆ij−1µij−2

∆ijµij <= δij <= ∆ijµij−1

∆ij+1µij+1 <= δij+1 <= ∆ij+1µij

...

0 <= δiK <= ∆iKµiK−1, i = 1, 2, · · · , n.

(2)

式 (2)の制約条件と式 (1)が等価であることは容易に確認

できる．すなわち，式 (2)を満たすすべての解を求める

ことにより，式 (1)のすべての解を得ることができる．ま

た，制約条件を満たす 0–1変数 µij の組合せと線形領域

の間には 1対 1対応が存在する．

文献 [8]では，式 (2)を解くための整数計画ソルバーと

して，現時点で最も高性能な商用ソフトウェアの一つで

ある CPLEX [6]を用いている．CPLEXを用いることの

大きな利点は，CPLEXには解プールという機能があり，

この機能を利用することによってより簡単な全解探索が

可能になることである．解プール機能とは，混合整数計画

問題の制約条件を満たす解を求め，保存する機能である．

すなわち，解プール機能を用いることで，混合整数計画

問題 (2)を 1回解くだけですべての解を求めることがで

きる．しかし，CPLEXは非常に高価なものであるため，

非アカデミックユーザーは簡単には利用することができ

なかった．そこで本研究では，非商用で無償の整数計画ソ

ルバー SCIP [7]を用いて，混合整数計画問題 (2)を解く

ことを考える．しかし，SCIPには解プール機能に近い機

能はあるが，解として出力されるのは実行可能な 0–1変

数の組み合わせのみである．そのため，この値に工夫を

加える必要がある．

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 0  2  4  6  8  10  12  14

i [
A

]

v [V]

図 2 SCIP の count を適用した場合の解

3. 提案手法

本章では，SCIPを用いて混合整数計画問題 (2)を解く

ことを考える．直流回路に対する特性曲線を求める問題

は，方程式よりも変数の方が一つ多い連立非線形方程式

の解曲線を求める問題に帰着される．ここでは簡単のた

めに，n個の区分的線形抵抗，線形抵抗，線形従属電源，

独立電源を含む１ポート回路を考える．このとき，ポー

トの枝電圧，枝電流をそれぞれ v, iとすると，１ポート

回路の回路方程式は一般に次のように表される．

f(x) ≜ P


g1(x1)

...

gn(xn)

i

+Q


x1

...

xn

v

− r = 0 (3)

ただし，P , Q は (n + 1) × (n + 1) 定数行列，

(x1, x2, · · · , xn, v, i)
T ∈ Rn+2は (n+2)次元変数ベクト

ル，r = (r1, r2, · · · , rn+1)
T ∈ Rn+1 は (n+ 1)次元定数

ベクトル，gi(xi)(i = 1, 2, · · · , n)は区分的線形抵抗の素
子特性を表す区分的線形関数である．式 (3)は (n+ 1)個

の区分的線形方程式と (n + 2)個の変数を持つ方程式で

ある．

したがって，変数の数が方程式の数よりも一つ多いこと

から，式 (3)の解集合は一般に (n+ 2)次元空間上の複数

個の解曲線となる．本論文では，このような方程式のす

べての解曲線を求めることを考える．

式 (3)を，混合整数計画問題 (2)に代入することによっ

て得られる次のような混合整数計画問題を考える．



最大化：(任意の定数)

制約条件：

P


y1
...

yn

i

+Q


x1

...

xn

v

− r = 0

xi = ai0 +

K∑
j=1

δij

yi = bi0 +

K∑
j=1

bij − bij−1

aij − aij−1
δij

∆i1µi1 <= δi1 <= ∆i1

...

∆ij−1µij−1 <= δij−1 <= ∆ij−1µij−2

∆ijµij <= δij <= ∆ijµij−1

∆ij+1µij+1 <= δij+1 <= ∆ij+1µij

...

0 <= δiK <= ∆iKµiK−1, i = 1, 2, · · · , n

(4)

混合整数計画問題 (4)の制約条件は，式 (3)と等価である

ことから，混合整数計画問題 (4)の実行可能領域は複数個

の解曲線となる．そのため，この問題の実行可能領域は

無限個の解からなる．

次に，混合整数計画問題 (4)を SCIPを用いて解くこと

を考える．混合整数計画問題 (4)では 0–1変数 µij が整数

変数であり，制約条件を満たす一つの µij の組み合わせと

一つの線形領域は 1対 1対応している．また，混合整数計

画問題 (4)を SCIPの count機能を用いて解くと，特性曲

線を含むすべての線形領域に対応する µij の値の組み合わ

せを求めることができる．したがって，もし後述の例題 1

の回路を混合整数計画問題に定式化し，SCIPの count機

能を適用すると，図 2のようにすべての特性曲線を包み

込む線形領域の集合を得ることができる．以上，SCIPの

count機能を用いて混合整数計画問題 (4)を解くことで，

すべての特性曲線を包み込む線形領域の集合を得ること

ができた．しかし，SCIPでは vや iなどの連続変数の値

が保存されないため，混合整数計画問題を count機能を

用いて解くだけでは特性曲線を求めることができない．

そこで，特性曲線を含むすべての線形領域で，目的関数

を v とし，最大化・最小化をする次のような線形計画問

題を解く必要がある．

v

v

min
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linear region

v

図 3 一つの線形領域上での端点と特性曲線の関係

最大化/最小化：v

制約条件：

P


y1
...

yn

i

+Q


x1

...

xn

v

− r = 0

(5)

ここで，各線形領域上では，混合整数計画問題 (4)の 0–1

変数 µij の値が固定され，線形計画問題 (5)の線形計画問

題に等価となる．従って，線形計画問題 (5)の実行可能領

域は，各線形領域を通る特性曲線に等しくなる．このた

め，線形計画問題 (5)を最大化で解くことで，特性曲線を

含む各線形領域上で目的関数 v が最大となる端点を一つ

得ることができる．同様に最小化で解くことで，特性曲線

を含む各線形領域上で目的関数 v が最小となる端点を一

つ得ることができる．そして，同じ線形領域において求

められた二つの端点を結ぶことにより，図 3のようにそ

の線形領域での特性曲線を求めることができる．よって，

同様のことを特性曲線が通過するすべての線形領域で行

うことにより，すべての特性曲線を求めることができる．

4. 数 値 例
本章ではいくつかの数値例を示す．本手法を C 言語

と SCIP 5.0.0 を用いて，HP Z820 (CPU: Intel Xeon

Processor E5-2697 v2 2.70GHz)上に実装した．

例題 1 文献 [4]で例題 1として扱っている，三つのトン

ネルダイオードを含む回路に対し，区分的線形関数の線

分量 K = 50として本手法を適用した結果，図 4に示す

特性曲線を得られた．また，計算時間は 0.89秒であった．

この図は上述の説明で出てきた図 2の各線形領域で線形

計画問題を 2回解き，二つの端点をつなげたものである．

この回路の特性曲線は一つのパスと一つのループから構
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図 4 3 トンネルダイオード回路の特性曲線 (K = 50)
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図 5 4 トランジスタ回路

成されているが，このように複数の特性曲線が存在する

場合でも本手法によりすべて求めることが出来る．

例題 2 図 5のような四つのトランジスタを含む回路に対

し，K = 30として本手法を適用した結果，図 6に示す

特性曲線を得られた．また，計算時間は 9.36秒であった．

この回路の特性曲線も一つのパスと一つのループから構成

されている．また，非線形性が強い曲線となっているが，

本手法によりすべての特性曲線を求めることができる．

例題 3 文献 [4]で例題 2として扱っている，n個のトン

ネルダイオードを含む回路に対し，n = 10, K = 50とし

て本手法を適用した結果，図 7に示す特性曲線を得られ

た．また，計算時間は 73.00秒であった．この回路は複数

のループとパスが含まれる非常に複雑な形状の特性曲線

となることがわかる．
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図 6 4 トランジスタ回路の特性曲線 (K = 30)
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図 7 n = 10 トンネルダイオードの特性曲線 (K = 50)
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