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1. ま え が き

区分的線形抵抗回路の解析では，非常に複雑な形状の解

集合をもつ回路を扱うことがある．例えば直流動作点が連

続かつ非有界となる回路，特性曲線が多角形などの平面

を含む回路，解集合が非凸多面体となる回路などである．

このような回路は非線形回路の幾何学的性質の研究や変

動解析，カオス，ニューラルネットワークなどの研究で頻

出する．

例えば，図 1(a)のような区分的線形抵抗 Rと理想ダイ

オードと制御電流源からなる回路を考える [1]．ただし R

の電圧-電流特性は図 1(b)で与えられるものとする（注1）．

この回路の直流動作点は，図 2に示すような連続かつ非

有界な集合となる．

このような複雑な形状の解集合をもつ回路の全ての解を

求めることを，文献 [1]にならって，完全解析 (complete

analysis) と呼ぶことにする．完全解析は，SPICEなどの

既存のシミュレータでは対処することのできない，難し

い問題である．これに対し，文献 [1]では区分的線形抵抗

回路を一般化線形相補性問題で記述し，それを解くこと

によって完全解を求める方法が提案されている（注2）．また

文献 [2]では，そのような一般化線形相補性問題を解くた

めのアルゴリズムが提案されている．

文献 [2]のアルゴリズムは 1953年にMotzkinらが提案

した二重記述法 [3]に基づくものである．しかしこの方法

は理論が難しいうえに，実装の際にかなり複雑なプログ

ラミングや専門的知識を必要とする．またこの方法はほ

とんど普及していないため，専用ソルバーも存在しない．

更に計算効率の点でも，今のところポジティブな結果は

報告されていない．

（注1）：ここで，図 1(b) のような電圧-電流特性をもつ素子が存在するかどうかは
考えない．むしろ，そのような素子が発見されたときに即座に対応できるアルゴリ
ズムの研究と考えた方が分かりやすい．
（注2）：文献 [1]は 1990年の IEEE Trans. Circuits and SystemsのGuillemin

Cauer Best Paper Award 受賞論文である．
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図 1 例 1 の回路と区分的線形抵抗 R の電圧-電流特性
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図 2 例 1 の回路の完全解

ところで近年，整数計画法の分野が飛躍的に発展し，少

し前までは NP困難という呪縛から「絶対に」解けない

と考えられていた大規模な整数計画問題を実用的な計算

時間で解けるようになり，現代社会に大きな影響を与えて

いる．この 20年間で整数計画ソルバーは（マシンの計算

速度の向上も合わせると）平均で約 7億倍高速になった

という報告もある．これは，当時 20年以上要した計算が

1秒で終了することを意味する驚異的な数字である．この

ような強力なソルバーが使えるようになった現在，その

適用対象を離散系の最適化問題だけに限定するのは大き

な損失である．本研究室では，このような整数計画法の

飛躍的な発展に着目し，連続系の問題，特に非線形回路

の全解探索問題に関する整数計画法の応用に関する研究

を行ってきた [4]．

本論文では，整数計画法を用いた区分的線形抵抗回路の

完全解析法を提案する．この方法は実装が容易で，整数

計画問題を CPLEXで 2回解くだけで全ての完全解を簡

単に求めることができる．



2. 提案手法のフェーズ I

文献 [1]では，区分的線形抵抗回路の完全解析が次のよ

うな形の一般化線形相補性問題に帰着されることが示さ

れている．

Mw +Nz = q · α

w, z >= 0, α ∈ {0, 1}

wTz = 0

(1)

0-1変数 αは解集合が非有界となる場合を考慮するために

付けられている．なお，一般化線形相補性問題は NP困

難である．

区分的線形抵抗回路がどのようにして式 (1)のような一

般化線形相補性問題に定式化されるかは文献 [1]に詳述さ

れているので，本論文では省略する．なお，本論文で扱う

電圧-電流特性は電圧制御型でも電流制御型でもないもの

や定義域が非有界なものも含む．

n−m = lとすると，この回路の解集合は一般に l次元

多面体の集合となる．もし l = 1なら，解集合は区分的線

形曲線（折れ線）の集合となり，l = 2なら，解集合は 2

次元多角形の集合となる．

本論文で提案する方法は二つの段階（以下フェーズ I，

フェーズ IIと呼ぶ）からなる．フェーズ Iでは，解集合

の全ての端点（図 2の四角番号 1～6）を求める．フェー

ズ IIでは，どの端点とどの端点が隣接しているか（すな

わち線分や単体で連結されているか）を調べる．本章で

はフェーズ Iについて説明する．

まず，0-1変数 ui, vi (i = 1, 2, · · · , n)を導入して，式
(1)の相補性条件wTz = 0と非負条件w, z >= 0 を次の

ような線形不等式に置き換える．

0 <= wi <= Lui

0 <= zi <= Lvi

ui + vi <= 1

ui, vi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n

(2)

ここで Lは十分に大きな正の定数とする．式 (2)は wi,

zi のどちらか一方（または両方）が 0となる相補性条件

を表している．ただし，wi = 0, zi = 0 のとき ui = 0,

ui = 1の両方と vi = 0, vi = 1の両方が式 (2)を満たす

ため，最終的に得られる解に重複が生じることがある．そ

こで，制約条件

ui <= Lwi

vi <= Lzi, i = 1, 2, · · · , n
(3)

を追加し，wi = 0, zi = 0のときは ui = 0, vi = 0とな

るようにしてこのような重複を避ける．

次に，α = 1の場合を考える．このとき式 (1)の解集合

は有界となり，その端点は式 (1)の基底解となるので，基

底解を表す次のような制約条件を追加する．

n∑
j=1

(uj + vj) <= m (4)

更に，α = 0の場合を考える．このとき式 (1)の解集合

は非有界となり，式 (4)を満たすとは限らない．完全解析

では，そのような非有界成分の「方向」を与える端点を求

める必要があるが，α = 0の場合に対して CPLEXを適

用すると，自明解 wi = zi = 0 (i = 1, 2, · · · , n)しか得ら
れないことがある [5, p.289]．そこで自明解以外の解を求

めるため，次のような制約条件を追加する．

n∑
j=1

(wj + zj) >= a (5)

ただし aは任意の正数である．以下，a = 1とする．

ここで，次のような混合整数計画問題を考える．

最大化：（任意の定数）

制約条件：

Mw +Nz = q · α
0 <= wi <= Lui

0 <= zi <= Lvi

ui + vi <= 1

ui <= Lwi

vi <= Lzi
n∑

j=1

(uj + vj) <= m+ L(1− α)

n∑
j=1

(wj + zj) >= 1− α

ui, vi, α ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n

(6)

式 (6)の制約条件は，相補性条件と非負条件を表す式 (2),

(3)を含む．また α = 1のときは基底解を表す式 (4)と意



表 1 例題 1 のフェーズ I の解（解集合の端点）

1 2 3 4 5 6 7 8

w1 0 0.5 2.5 3 4 0 0 0.2

w2 0 0 1.5 2 3 0 0 0.2

w3 0 0 0.5 1 2 0 0 0.2

w4 0 0 0 0 1 0 0 0.2

w5 0 0 0 0 0 0 0 0.2

w6 1 0 0 1 1 0 0 0
z1 0 0 0 0 0 0 0.2 0

z2 1 0.5 0 0 0 0 0.2 0

z3 2 1.5 0 0 0 0 0.2 0

z4 3 2.5 0.5 0 0 0 0.2 0

z5 4 3.5 1.5 1 0 0 0.2 0

z6 0 0 0 0 0 1 0 0

α 1 1 1 1 1 0 0 0

味のない制約式
∑n

j=1(wj + zj) >= 0を含み，α = 0のと

きは自明解以外の解を求めるための式 (5)と意味のない制

約式
∑n

j=1(uj + vj) <= m+ Lを含む．したがって式 (6)

の制約条件を満たす解は式 (1)の解集合の端点の集合と

なる．

本論文では，式 (6)を解くための整数計画ソルバーとし

て，現時点で最も高速な商用ソルバーの一つである IBM

ILOG CPLEX [5]を用いる（CPLEXは無料のアカデミッ

ク版も提供している）．CPLEXには解プールという機能

があり，この機能を用いて混合整数計画問題 (6)を 1回解

くだけで，解集合が点の集合となる問題 (m = n) に対し

てはそれら全ての点を，折れ線，多角形，多面体等の集合

となる問題 (m < n) に対してはそれらの全ての端点を求

めることができる．このことは文献 [6]と同様にして証明

することができる．

例 1： 図 1の回路に提案手法のフェーズ Iを適用し，こ

れに解プール機能を用いた CPLEXを適用した結果，表

1に示すような 8個の解が得られた．表 1の解 1～解 5は

図 2の解集合の端点 1～5を与え，解 6は図 2の解集合の

非有界成分の方向を与えている．

3. 提案手法のフェーズ II

本章では提案手法のフェーズ IIについて説明する．

提案手法のフェーズ II では，フェーズ I で得られ

た端点間の隣接性を判別する．文献 [1] より，cross-

complementarity 条件を満たす端点同士は隣接してい

るので，この条件を調べる．いま，式 (6)を解いた結果

K 個の解（端点）が得られたものとし，その k 番目の解

において wi > 0となる添え字の集合をWk, zi > 0とな

る添え字の集合を Zk とする．相補性条件より，全ての k

に対しWk ∩ Zk = ϕが成立する．またWk, Zk の要素数

を |Wk|, |Zk|で表す．ここで，次のような 0-1整数計画

問題を考える．

最大化：（任意の定数）

制約条件：∑
i∈Wk

µi +
∑
i∈Zk

νi >= (|Wk|+ |Zk|) · ρk, k = 1, 2, · · · ,K

µi + νi <= 1, i = 1, 2, · · · , n
K∑

k=1

ρk = 2

µi, νi, ρk ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n, k = 1, 2, · · · ,K
(7)

この問題の変数 (µ1, · · · , µn, ν1, · · · , νn, ρ1, · · · , ρK)T

∈ R2n+K は全て 0-1変数である．ここで式 (7)を解プー

ル機能を用いた CPLEXで解く．これにより式 (7)の全

ての解が得られる．もし ρp = 1, ρq = 1となる解が存在

すれば，解 pと解 q は隣接し，存在しなければ，解 pと

解 qは隣接しない．証明については割愛する．

例 2： 例 1で得られた表 1の 8個の解に対して式 (7)を

解いた結果，端点 1-2, 1-7, 2-6, 3-4, 3-6, 4-5, 5-8, 6-7,

6-8が隣接していることが分かった．隣接する端点を線分

で結ぶことにより，図 2の完全解が得られた．

以上より提案手法をまとめると，次のようになる．

（ 1） フェーズ I : 式 (6) を解プール機能を用いた

CPLEXで解き，解集合の全ての端点を求める．

（ 2） フェーズ II : 式 (7) を解プール機能を用いた

CPLEXで解き，隣接している端点を線分等で結ぶ．

以下，いくつかの数値例を示す．

なお使用計算機は Hewlett-Packard Z440 (CPU: Intel

Xeon Processor E5-1630 v3 3.70GHz) で，整数計画ソ

ルバーとしては CPLEX 12.6.3を使用した．

例 3： 文献 [1]の図 3に示すようなトンネルダイオード

を直列接続した 1ポート回路に提案手法を適用した結果，

図 3に示すような駆動点特性が得られた．この回路の駆

動点特性は連結してないパスとループからなることが分

かる．



1

7

11

2

3

4

10

2 0 2 4 6 8 10 12 14

1

0

1

3

4

5

2

8

5

6

9

2
i

v

図 3 例 3 の回路の駆動点特性
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図 4 例 4 の回路の駆動点特性

例 4： 文献 [1]の図 4に示すような 1ポート回路に提案

手法を適用した結果，図 4に示すような駆動点特性が得

られた．この回路の駆動点特性は有界平面（内部を含む

正方形）と二つの非有界直線からなることが分かる．

例 5： 提案手法はより一般的な相補性条件の問題 (B. De

Moorの博士論文，p.62, Example 13)の図 5のような解

集合を得ることができる．

なお以上の例題全てに対し，計算時間は 0.1秒以下で

あった．

4. む す び

本論文では，整数計画ソルバー CPLEXを用いた区分

的線形抵抗回路の完全解を求める簡単な方法を提案した．

本手法は実装が容易で，整数計画問題に CPLEXを 2回

適用するだけで全ての解集合を効率良く求めることがで

きる．
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