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1 研究の目的

近年デリバティブの種類はますます多様化している。デリバティブは、金融工学的なテクニックを用いると、金

融商品におけるリスクをヘッジしたり、あえて増大させるなどしてコントロールしたり、そのリスクをマネジメ

ントすることが出来る。その価格計算やデルタヘッジを求めることは意味があるといえる。

ルックバックオプションの特徴には、リスクが高いことがある。そのためリスク管理を行う上で、あえてリス

クをとるときに用いられる代表的なオプションなのである。従来のよく知られたルックバックオプションに関す

る価格付けや複製ポートフォリオ構築については他研究の論文にも記載がある。そこで本論文では、従来のペイ

オフを少し変えることで、この目的をより強調しさらにリスクの高い商品を考案した。

本論文の構成として、まずデリバティブの価格付け理論に基づき、オプションの価格付けを理解し、次に考案

したペイオフのルックバックオプションの価格付けと実際にデルタヘッジの計算を行う。このデルタとは、デリ

バティブの中に不確実性をもつ証券が含まれている量を示しており、実務的にもこの量はリスク管理を行ううえ

で重要なものである。最後に、そのリスク管理がどのように高くなり、時刻によってどのような変化があるのか

を検証するため、デルタヘッジのシミュレーションも行っている。エキゾティックオプションのデルタヘッジの

計算は大変複雑であり、計算の工夫が要される。本論文ではその数学的工夫を大きな狙いとしている。

2 連続モデルのデリバティブ価格理論の概要

株価過程のモデルとしてブラック・ショールズモデルをとる。

時刻 tにおける株価 St は次の確率微分方程式に従っていると仮定する。

dSt = µStdt+ σStdW
′
t S0 = S

ここでW ′
t は標準ブラウン運動、µ、σはある定数である。伊藤の公式を用いてこの St は St = Se(µ−

σ2

2 )t+σW ′
t

と表されることに注意する。この St は幾何的ブラウン運動とも呼ばれる。また、それと同時に

dBt = rBtdt , B0 = 1

に従う安全債権 Bt = ert も市場にあり自由に売り買いできるものとする.。このモデルはブラックショールズモ

デルと呼ばれるものであり、この µは投資家の思う株価の期待収益率、σ は株価のボラティリティである。この

とき、以下の手順で任意のデリバティブ価格が「無裁定」の考え方より決定できる。また、それは各投資家が株

価に見る期待収益率 µや各投資家の見方（確率測度 P）に依存しないことがわかる。以上がブラックショール

ズモデルにおけるデリバティブ価格決定理論の骨子である。

1. 同値マルチンゲール測度の存在とその一意性

：割引株価過程 (S′
t = e−rtSt = B−1

t St)がマルチンゲールになるように確率測度 P を P と同値な確率測

度 Qに変更する。この確率測度 Qは同値マルチンゲール測度と呼ばれる。

2. マルチンゲール表現定理を用いることによるデリバティブの資金自己調達的複製ポートフォリオの構成

：マルチンゲール表現定理を用いると、各時点 tで株 ϕt 単位、安全債券 ψt 単位を持つポートフォリオが
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資金自己調達的であり、最終的に満期時 T にはデリバティブのペイオフと一致するような ϕt, ψt の組を

見つけることができる。この組 ϕt, ψt をデリバティブの複製ポートフォリオという。そのような複製ポー

トフォリオを見つけることができると無裁定の仮定より、デリバティブの価格は ϕ0S + ψ0 と一致しなけ

ればならないのである。

2.1 資金自己調達的ポートフォリオ

ポートフォリオ ϕtSt + ψte
rt（= Vt とおく）が資金自己調達的ポートフォリオであるとは

dVt = ϕtdSt + ψtd(e
rt)

を満たすことである。ここで、同値マルチンゲール測度 Qのもとで割引ペイオフの期待値を計算すると、満期

T のデリバティブのペイオフが Y のとき、σ(Ws(s ≤ T )) = FT なので Y は FT 可測確率変数であることに注

意して、Qのもとで期待値 EQ[e−rTY ]を計算すると、これがデリバティブ Y の無裁定価格となる。そして、途

中の時点 tにおける価格 Et とデルタヘッジ（複製ポートフォリオの株保有単位）は以下を満たす。

Et = EQ[e−rTY |Ft]

dEt = ϕtdS
′
t

これを用いれば、いろいろなデリバティブの価格計算、複製ポートフォリオ構築が可能となる。

2.2 デルタヘッジ

∆ =
∂C

∂S
(T, S)

そして複製ポートフォリオの株保有単位は

ϕt =
∂C

∂S
(T − t, S)

となり、この ϕt のことをデルタヘッジと呼ぶ。

3 ルックバックオプション

通常、デリバティブは次の 2種類に分類される。

デリバティブ

{
標準的デリバティブ（先物、コール、プットなどの標準的金融派生商品）　

エキゾティックオプション

エキゾティックオプションは標準的ではないオプションのことで、通常相対取引で売買される。また、通常の

オプションはそのペイオフが満期時の株価のみに依存するのに対し、エキゾティックオプションは経路依存型

（株価の過去の履歴に依存する）ものが多い。

本論で取り上げるルックバックオプションは、エキゾティックオプションの一つの例で、オプション期間中の

原資産価格の最安値や最高値を用いて、ペイオフを決めるオプションである。

以下のようなよく知られているものをペイオフとともに紹介する。
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• フローティングストライク・ルックバックオプション
：ペイオフ = ST − Smin（Smin はオプション期間中の原資産価格の最安値）としたコール型や、ペイオ

フ = Smax − ST（Smax はオプション期間中の原資産価格の最高値）としたプット型がある。

• フィックスドストライク・ルックバックオプション
：ペイオフ = max (Smax −K, 0)で、ある一定の行使価格 K と引き換えに、オプション期間中の最高値

を得られる権利であるコール型や、ペイオフ = max (K − Smin), 0で、オプション期間中の最安値と引

き換えに、ある一定の行使価格を得られる権利であるプット型がある。

ここで、よく知られているものを少し変えて、最大値に加えて最小値も加味したペイオフの価格計算と複製

ポートフォリオ構築について述べる。ここでは最大値に加えて最小値も考えることで、よりボラティリティが高

くリスクも高い商品を考案する。その分さらに価格も高くなる。

3.1 価格式の導出

ペイオフ = Smax:T − Smin:T

Et = EQ[e−rT ( max
0≤u≤T

Su − min
0≤u≤T

Su)|Ft]

= E[e−rT max
0≤u≤T

Su|Ft]− E[e−rT min
0≤u≤T

Su|Ft]

= S0e
−rTE[emax0≤u≤T {σWu+(r−σ2

2 )u}|Ft]− S0e
−rTE[emin0≤u≤T {σWu+(r−σ2

2 )u}|Ft] (3-1-1)

を計算する。その際、計算の工夫として

aM = max
0≤u≤t

{σWu + (r − σ2

2
u)} , b = σWt + (r − σ2

2
)t

とおき、

max
0≤u≤T

{σWu + (r − σ2

2
)u} = max{aM , max

t≤u≤T{σWu + (r − σ2

2
)u}}

ここでWu −Wt =W ′
u′ とすると、W ′

u′ はブラウン運動であることから

∴ max
0≤u≤T

{σWu + (r − σ2

2
)u} = max{aM , b+ max

0≤u′≤T−t{σW ′
u′ + (r − σ2

2
)u′}}

と変形して計算する。min0≤u≤T {σWu + (r − σ2

2 )u}も同様にして計算することができる。

3.2 デルタヘッジ

df(t,Mt,mt,Mt−(σWt+(r−σ2/2)t),mt−(σWt+(r−σ2/2)t))(t, xM , xm, yM , ym)

=

(
∂f

∂t
+
σ2

2

∂2f

∂y2M
+
σ2

2

∂2f

∂y2m
− (r − σ2

2
)
∂f

∂yM
− (r − σ2

2
)
∂f

∂ym

)
dt

(∗1)

+

(
∂f

∂xM
+

∂f

∂yM

)
dMt

(∗2)

+

(
∂f

∂xm
+

∂f

∂ym

)
dmt

(∗3)

− σ

(
∂f

∂yM
+

∂f

∂ym

)
dWt
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ここで、Et の計算結果から

f(t,aM ,am,aM−b,am−c)(t, xM , xm, yM , ym)

= Se−rT

[
exMΦ

(
yM − (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)
− σ2

2r
exM−(1− 2r

σ2 )yMΦ

(
−
yM + (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)

−exmΦ

(
−
ym − (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)
+
σ2

2r
exm−(1− 2r

σ2 )ymΦ

(
ym + (r − σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)]

+S
2r + σ2

2r
e−rt

[
exM−yMΦ

(
−
yM − (r + σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)
− exm−ymΦ

(
ym − (r + σ2

2 )(T − t)

σ
√
T − t

)]
とおくと

(∗1)の式は、

∂f

∂t
+
σ2

2

∂2f

∂y2M
+
σ2

2

∂2f

∂y2m
− (r − σ2

2
)
∂f

∂yM
− (r − σ2

2
)
∂f

∂ym
= 0

となる。また、(∗2)(∗3)の式は、(Mt −Wt)dMt = 0, (mt −Wt)dmt = 0となるので、(
∂f

∂xM
+

∂f

∂yM

)
(t, xM , 0) = 0 ,

(
∂f

∂xm
+

∂f

∂ym

)
(t, xm, 0) = 0

以上より、

∴ dEt = −σ
(
∂f

∂yM
+

∂f

∂ym

)
dWt{

ϕt = −σ
(

∂f
∂yM

+ ∂f
∂ym

)
× 1

σe−rtSt
= −

(
∂f
∂yM

+ ∂f
∂ym

)
× 1

e−rtSt

ψt = Et − ϕte
−rtSt

3.3 ヘッジ検証の概要

また、本論文では具体的に解析解を求めている。それをもとに VBAプログラムでシミュレーションも行った。

大まかにとらえれば、株価の動きと ϕの動きは似ていると思われる。計算式を見てもわかることだが、満期に

近い時刻での株価の変動が ϕに与える影響は早い時刻でのそれよりも大きくなる。特に満期において ϕの値が

大きく変わる可能性があるため、あえてリスクを取りたいという状況において、従来のルックバックオプション

よりリスクの高い商品として利用価値があると考えられる。

4 まとめ

最後に、ルックバックオプションの途中価格は Azèma-Yor,Kennedy Martingaleの一種であり、本論文では

具体的計算によりこれを確かめ、デルタヘッジを求めることはこれの応用であることをここに述べておく。

エキゾティックオプションの特にルックバックオプションに焦点を当て、新しいペイオフでのオプションの価

格付けと複製ポートフォリオの構築を行ったが、エキゾティックオプションのデルタヘッジの計算は大変複雑で

あり、計算の工夫が要された。その困難な数式に、工夫を凝らしアプローチすることが本論文での目的であっ

た。このデルタヘッジはリスク管理をするうえで重要なものであり実務でも用いられているが、シミュレーショ

ン結果からもヘッジへの利用は難しく、よりリスクを取るものであった。
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