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1 はじめに

本論文は代数的整数論の中でも局所類体論についてまとめたものである. 局所類体論によれば, 局所体の Abel

拡大の Galois群はその局所体の乗法群によって表される. すなわち, 基礎体として p進数体 Qp をとり, Ωを

Qp の代数閉包, Kを Ωに含まれる Qp の有限次拡大体全体の集合とするとき, 任意のK, k ∈ Kに対しK/kが

Abel拡大なら, 同型

Gal(K/k) ∼= k×/NK/kK
×

が成り立つ. これが局所類体論の同型定理である. 本論文では河田敬義著「代数的整数論」の方法にしたがって

局所類体論の同型定理を証明する. 証明は大きく二段階に分かれていて, 次の通りである.

(i) 類構造の概念を定式化して, 類構造に対する同型定理を確立する.

(ii) 局所体の場合に, 乗法群が類構造であることを示す.

これらの議論の中で重要な役割を果たすのが群のコホモロジー (より正確には Tateコホモロジー)である.

2 群のコホモロジー

定理 2.1. Gを有限群とする. 任意のG加群Aと r ∈ Zに対して r次コホモロジー群 (r-th cohomology group)

Hr(G,A)が定まり, 次の性質を持つ.

DI Hr(G,A)は Aについて共変関手的である.

DII G加群の短完全系列 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0に対し, 長完全系列

· · · −→ Hr(A) −→ Hr(B) −→ Hr(C)
δ♯−→ Hr+1(A) −→ · · ·

がある.

DIII Φ0 : H0(G,A) ∼= AG/NGA

DIV G加群 Aが G弱射影的ならば, すべての r ∈ Zに対してHr(G,A) = 0である.

命題 2.2. Gを有限群とし, A, B を G加群とする. r, s ∈ Zとし, α ∈ Hr(G,A), β ∈ Hs(G,B)とするとき,

αと βとの cup積 (cup product) α∪β ∈ Hr+s(G,A⊗B)が定義されて, 次の性質 PI, PII, PIIIが成り立つ.

PI αi ∈ Hr(G,A), βi ∈ Hs(G,B)に対して

(α1 + α2) ∪ β = α1 ∪ β + α2 ∪ β, α ∪ (β1 + β2) = α ∪ β1 + α ∪ β2
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PII A, B, C, Dを G加群とする. G準同型 f, gに対して 0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0 (exact)で,

0 −→ A⊗D
f⊗1−→ B⊗D

g⊗1−→ C⊗D −→ 0 (exact), 0 −→ D⊗A
1⊗f−→ D⊗B

1⊗g−→ D⊗C −→ 0 (exact)

ならば γ ∈ Hr(G,C), ξ ∈ Hs(G,D)に対して

(δ♯γ) ∪ ξ = δ♯(γ ∪ ξ), δ♯(ξ ∪ γ) = (−1)r(ξ ∪ δ♯γ)

が成り立つ.

PIII 双線形写像 Ψ : AG/NGA × BG/NGB −→ (A ⊗ B)G/NG(A ⊗ B) を a ∈ AG, b ∈ BG に対して

Ψ(a+NGA, b+NGB) = a⊗b+NG(A⊗B)によって定義する. このときα ∈ H0(G,A), β ∈ H0(G,B)

に Φ(α) = a+NGA, Φ(β) = b+NGB (a ∈ AG, b ∈ BG)が対応すれば, α ∪ β ∈ H0(G,A⊗B)に対

して

Φ(α ∪ β) 7−→ Ψ(a+NGA, b+NGB)

が成り立つ.

定理 2.3 (Tateの定理). Aを G加群とする．Gのすべての部分群H に対して,

H1(H,A) = 0, H2(H,A) ∼= Z/|H|Z

が成り立つとする. H2(G,A)の任意の生成元 αをとり, ζ ∈ Hr(G,Z)に対して, Φα : ζ 7→ α∪ζ ∈ Hr+2(G,A)

と定義する. このとき Φα : Hr(G,Z) ∼= Hr+2(G,A)が成り立つ.

系 2.4. 仮定は定理 2.3と同様とする. 標準 G鎖複体を用いて, H2(G,A)の生成元 αを α = f + δA1 (f ∈
A2, δf = 0) と表す. そのとき σ ∈ G に対して Ψ : σmod [G,G] 7→ −

∑
τ∈G f [τ, σ]modNGA は同型

Ψ : G/[G,G] ∼= AG/NGAを与える.

3 抽象的類体論と局所類体論

3.1 類構造

F を定まった体, Ωを F の定まった無限次代数的 Galois拡大とする. Ωに含まれる F の有限次拡大の全体

を Kとする.

K = {K | F ⊂ K ⊂ Ω, [K : F ] < +∞}

今後考える体 k, l,K, Lは, Kに属するものとする.

各K ∈ KにAbel群 E(K)が対応づけられていて, 次の性質を満たすとき, {E(K) | K ∈ K}を類構造 (class

formation)という.

CI k ⊂ K ならば, 単射 φk→K : E(k) → E(K)が定義されている.

CII k ⊂ l ⊂ K ならば, φl→Kφk→l = φk→K

CIII k ⊂ K, K/kをGalois拡大, G = Gal(K/k)とする. 各 σ ∈ Gに対して自己同型 σ : E(K) → E(K)が

定義されて, E(K)は Gを作用群とする Abel群となる. かつ

E(K)G = φk→KE(k)

が成り立つ.
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CIV k ⊂ K ⊂ L, K/kと L/kはGalois拡大で, G = Gal(L/k), G′ = Gal(K/k), λ : G → G′を標準的全射

とする. このとき σ ∈ G, α ∈ E(K)に対して (φK→L(α))
σ = φK→L(α

λ(σ))が成り立つ.

CV K/kをGalois拡大, G = Gal(K/k)とする. E(K)はGを作用群とする Abel群なので, E(K)を係数と

する Gのコホモロジー群Hr(G,E(K))が定義される. それに対して

(i) H1(G,E(K)) = {1}

(ii) H2(G,E(K)) ∼= Z/nZ (加群) (n = [K : k] = |G|)

が成り立つ.

3.2 抽象類体論の基本定理

類構造の性質 CVによって Tateの定理 (定理 2.3)が適用できる. すなわち

定理 3.1. {E(K) | K ∈ K}を類構造とし, K/kを Galois拡大, G = Gal(K/k)とするとき

Hr(G,E(K)) ∼= Hr−2(G,Z) (r ∈ Z) (3.2.1)

である. とくに ξ2 を H2(G,E(K))の一つの生成元とするとき, ζr−2 ∈ Hr−2(G,Z)に対して Φξ : ζr−2 7→
ξ2 ∪ ζr−2 と対応させることで (3.2.1)の同型が得られる.

特に r = 0の場合に適用すると, 系 2.4の結果を用いて, 次の抽象的類体論における基本定理が導かれる.

定理 3.2 (同型定理). {E(K) | K ∈ K}を類構造とし, K/k を Galois拡大, G = Gal(K/k)とする. 巡回群

H2(G,E(K))の一つの生成元を ξ とし, コホモロジー類 ξ に属する任意の双対輪体を f [σ, τ ] (σ, τ ∈ G)とす

る. このとき,

σ mod×[G,G] 7−→

(∏
τ∈G

f [τ, σ]

)−1

mod×NGE(K)

によって, 同型

G/[G,G] ∼= E(K)G/NGE(K)

を得る. 特にK/kが Abel拡大なら, G = Gal(K/k)に対して

Φ : G ∼= E(k)/NK/kE(K)

が成り立つ.

3.3 局所数体における類構造

基礎体 F として p進数体 Qp をとり, Ωを Qp の代数閉包, Kを Qp の任意の有限次拡大 kの全体とする.

定理 3.3. 各 k ∈ Kに対して, E(k) = k× とし, k ⊂ K に対して, φk→K : k× → K× を (標準的)単射とする

とき, {E(k) | k ∈ K}は類構造である.

類構造の性質 CI, CII, CIII, CIVが成り立つことはほとんど自明である. CV (i)は Hilbertの定理 90より

わかる. よって, CV (ii)つまりK/kを Galois拡大, G = Gal(K/k)とするとき, H2(G,K×) ∼= Z/nZ (n =

[K : k] = |G|)がいえればよい.
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補題 3.4. Gが巡回群であれば, H2(G,K×)の位数は n = |G|に等しい.

定理 3.5. K/kが巡回拡大で, e(K/k)をその分岐指数, UをK の単数群とする. そのとき, Hr(G,U) (r ∈ Z)

の位数はすべて eである. とくに不分岐拡大K/kに対してはHr(G,U) = {1} (r ∈ Z)である.

定理 3.6. K/kが n次不分岐拡大ならば, H2(G,K×)は n次巡回群である.

系 3.7. n次不分岐拡大 K/k において, 写像 j(α) = ord(α)によって H0(G,K×) ∼= k×/NK/kK
×

j♯∼= Z/nZ

である. すなわち α ∈ k× がNK/kK
× に属するためには, ord(α)が nの倍数であることが必要十分である.

補題 3.8. 任意の Galois拡大K/k, G = Gal(K/k)に対して,

|H2(G,K×)| ⩽ |G|

が成り立つ.

以上の定理たちから, 次の定理 3.9が導かれる.

定理 3.9. 任意のGalois拡大K/kとそのGalois群G = Gal(K/k)に対して, H2(G,K×)は位数 n = [K : k]

の巡回群である.

よって, 定理 3.3つまり {k× | k ∈ K}が類構造であることが分かった.
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