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1 はじめに
データの散らばり具合を表す指標として, 平均絶対偏差と標準偏差がある. 平均絶対偏差は解釈が容易である
が, 代数的操作が難解である. 一方, 標準偏差は代数的操作が比較的簡易であり, 現在の数理統計学において広く
扱われているが, 外れ値に大きな影響を受けロバストでない. この 2つの指標は主に推定の漸近相対効率という
観点から, Eddington (1914), Fisher (1920), Tukey (1961)などにより比較がなされ, 現在では標準偏差を一
般的に用いている. しかしながら, その漸近的評価はしばしば議論の対象となる.

本論文では, この漸近相対効率のよる比較とその批判についての理論的詳細を整理するとともに, 検定論にお
ける Pitmanの漸近相対効率からの解釈を与え, さらにいくつかの母集団分布における検証を行う.

2 漸近相対効率
この節では, 推定と検定における漸近相対効率の定義を述べ, 3節で述べる標本標準偏差の標本平均絶対偏差
に対する漸近相対効率の導出に必要な理論を概説する.

2.1 推定の漸近相対効率

定義 2.1

{Sn}を
√
n[Sn − g(θ)]

L−→ N
(
0, σ2

1

)
となる g(θ)の推定量の列とし, {Tn}を

√
n[Tn − g(θ)]

L−→ N
(
0, σ2

2

)
となる g(θ) の推定量の列とすると, {Sn} の {Tn} に対する漸近相対効率 (Asymptotic Relative Efficiency,

ARE)は

ARE(Sn|Tn) =
σ2
2

σ2
1

(2.1)

で定義される.

Fisher (1920), Tukey (1961)は, 漸近相対効率の観点から標本標準偏差と標本平均絶対偏差における優劣を
議論している. しかしながら, そこで与えている漸近相対効率は上記の定義とは異なり, 批判の対象となること
もある.

2.2 検定の漸近相対効率

2.1節で与えた推定の漸近相対効率に対し, 仮説検定における漸近相対効率のうち Pitmanの漸近相対効率に
ついて述べる. 詳細は柳川 (1982), 前園 (2001)などを参照されたい.
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定義 2.2

{Sm}, {Tn}を帰無仮説 H0 : θ = 0を固定したときの対立仮説 H1m : θm =
δ√
m

(δ > 0)を検定する検定統計

量の系列とする. 両検定が有意水準 α (0 < α < 1)を漸近的にみたすこと, すなわち

lim
m→∞

P0 (Sm ≥ smα) = lim
n→∞

P0(Tn ≥ tnα) = α

が成り立つと仮定する. {m}, {n}を自然数の増加系列であるとし, m → ∞で n → ∞も同時に成り立つとす
る. 以後は lim

m→∞
として記号を統一する. 所与の定数 β (0 < β < 1)に対して

lim
m→∞

βm(θm) = lim
m→∞

Pθm(Sm ≥ smα
) = β

= lim
m→∞

Pθm(Tn ≥ tnα
) = lim

m→∞
βn(θm)

が成立すると仮定する. これらの条件のもとで lim
m→∞

n

m
が存在し, αや β が無関係な定数であるとき

AREP(S|T ) = lim
m→∞

n

m
(2.2)

を検定統計量 S の検定統計量 T に対する Pitmanの漸近相対効率と呼ぶ.

これは同じ検出力を持つためのサンプルサイズの比の極限である. Pitmanの漸近相対効率 ARE(S|T )が 1よ
り大きいとき検定統計量 S のほうが検定統計量 T より良いと判断でき, 1より小さいときはその逆がいえる. し
かし (2.2)式をそのまま扱うことは困難である. 以下の定理を用いると, 正則条件のもとで Pitmanの漸近相対
効率を比較的容易に求めることができる.

定理 2.1

{S}, {T} が後述する 4 つの正則条件を満たす検定統計量とする. このとき, Pitman の漸近相対効率
AREP(S|T )は

AREP(S|T ) =
[
e(S)

e(T )

]2
(2.3)

と表せる.

(条件 1) 以下の式

lim
m→∞

Pθ

(
Sm − µm(θ)

σm(θ)
≤ x

)
= Φ(x), lim

m→∞
Pθ

(
Tn − µn(θ)

σn(θ)
≤ x

)
= Φ(x)

が成立し, この収束は H0 : θ = 0の近傍で一様収束である. µm(θ), σ2
m(θ)は Pθ のもとでの {Sm}

の期待値と分散であり, 同様に µn(θ), σ
2
n(θ)は Pθ のもとでの {Tn}の期待値と分散である. なお,

Φ(x)を標準正規分布の分布関数とする.

(条件 2) 導関数

µ′
m(θ) =

dµm(θ)

dθ
, µ′

n(θ) =
dµn(θ)

dθ

が存在し, かつ, H0 : θ = 0で連続である.

(条件 3) 以下の式

lim
m→∞

µ′
m(0)√
nσ2

m(0)
= e(S), lim

m→∞

µ′
n(0)√
nσ2

n(0)
= e(T )
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となる正の定数 e(S), e(T )が存在する. この e(S), e(T )を効率とよぶ.

(条件 4) 以下の式

θm =
δ√
m

(δ > 0), lim
m→∞

σm(θm)

σm(0)
= 1, lim

m→∞

σn(θm)

σn(0)
= 1

を満たす対立仮説H1m の系列 {θm}が存在する.

3 標本標準偏差と標本平均絶対偏差の漸近相対効率
本節では, Fisher (1920), Tukey (1961)による推定の漸近相対効率の観点からの標本標準偏差と標本平均絶
対偏差における優劣の比較とその問題点について整理する. また, 検定における Pitmanの漸近相対効率として
それらが解釈可能であることを述べる.

3.1 標本標準偏差の標本平均絶対偏差に対する推定の漸近相対効率

母集団分布が正規分布の場合, 汚染正規分布, 指数分布のときの結果をここでは述べる.

定理 3.1

(X1, X2, . . . , Xn)をある分布 F からの無作為標本とする. 標本平均 X, 標本標準偏差 S, 標本平均絶対偏差 D

を

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, S =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
, D =

1

n

n∑
1=1

∣∣Xi −X
∣∣ (3.1)

とする. 分布 F が正規分布 N(µ, σ2)のとき, 漸近相対効率 AREは

ARE = lim
n→∞

V (S)/ {E[S]}2

V (D)/ {E[D]}2
≈ 1

π − 2
≈ 0.876

で与えられる. また, 分布 F が汚染正規分布 (1− ε)N(µ, σ2) + εN(µ, k2σ2), (0 ≤ ε ≤ 1, k > 1)のとき, 漸近
相対効率 AREは

ARE(ε) = lim
n→∞

V (S)/{E[S]}2

V (D)/{E[D]}2
≈

1
4

{
3{1+(k4−1)ε}
{1+(k2−1)ε}2 − 1

}
π{1+(k2−1)ε}
2{1+(k−1)ε}2 − 1

で与えられる. また, 分布 F が指数分布 EX(λ), (λ > 0) のとき, 漸近相対効率 AREは

ARE = lim
n→∞

V (S)/{E[S]}2

V (D)/{E[D]}2
≈ 8

e2 − 4
≈ 2.36

で与えられる.

上記の定理からわかるように, ここで扱っている漸近相対効率は (2.1)式の分散比と異なり, 変動係数の 2乗の
比である.
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3.2 標本標準偏差の標本平均絶対偏差に対する Pitmanの漸近相対効率

定理 3.1で述べた漸近相対効率は, 検定問題における Pitmanの漸近相対効率として解釈することができる.

定理 3.2

(X1, X2, . . . , Xn) をある分布 F からの無作為標本とする. 帰無仮説 H0 : σ = σ0, 対立仮説 H1 : σ > σ0 と
したとき, (3.1) の {S}, {D} を検定統計量として考える. 分布 F が正規分布のとき, (2.3) 式で定義される
Pitmanの漸近相対効率は

AREP(S|D) ≈ π − 2

で与えられる. また, 分布 F が汚染正規分布のとき,

AREP(S|D) ≈
4
{
1 + (k2 − 1)ε

}2

3 {1 + (k4 − 1)ε} − {1 + (k2 − 1)ε}2

/
2 {1 + (k − 1)ε}2

π {1 + (k2 − 1)ε} − 2 {1 + (k − 1)ε}2

で与えられる. また, 分布 F が指数分布のとき,

AREP(S|D) ≈ e2 − 4

8

で与えられる.

4 まとめと今後の課題
本論文では, 標本標準偏差と標本平均絶対偏差に関して, Eddington (1914), Fisher (1920), Tukey (1961)に
よる議論とその問題点について理論的に整理した. さらに, 仮説検定問題として再定義して Pitmanの漸近相対
効率を用いることで, Fisher らの結論の解釈が可能であることを述べた. また, いくつかの母集団分布による検
証を行った.

これらの視点からは, 母集団が正規分布から外れると, 標本平均絶対偏差のほうが優れていることが示唆され
る. 他の分布を含めてより詳細な議論が今後の課題である.
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