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1 はじめに
パンルヴェ方程式は, ある線形微分方程式のモノドロミー保存変形により与えられることが知られ
ている [6]. 神保・坂井は, 第六パンルヴェ方程式を生じさせる線形微分方程式へのモノドロミー保存
変形の類似物として, 2× 2行列を用いた連立 1階型の線形 q 差分方程式の変形を考え, q-第六パンル
ヴェ方程式を与えた [3].

Middle convolutionは Katzにより導入され, Dettweilerと Reiterにより線形微分方程式の変換と
して再定式化された [4][5]. 坂井・山口はmiddle convolutionの q-類似として, q差分方程式に対する
q-middle convolutionを構成した [2]. しかしながら, q-middle convolutionを具体的な q 差分方程式
へ適用した結果などは確認されていない.

本論文では,

• q-第六パンルヴェ方程式に関連する線形 q 差分方程式へ q-middle convolutionを適用し得
られる方程式 (主結果 1)

• 得られた方程式の解の積分表示 (主結果 2)

• q-middle convolutionと q-第六パンルヴェ方程式の対称性 (アフィン・ワイル群)の間の関
係 (主結果 3)

について論じる.

2 q-middle convolution

次の形をした方程式を EB,b と表す.

Y (qx) = B(x)Y (x), B(x) = B∞ +

N∑
i=1

Bi

1− x
bi

ここで, B1, . . . , BN , B∞ ∈ Mm(C)である.

定義 1 (q-convolution, [2]). 方程式 EB,b から成る空間を E とおく. EB,b ∈ E , λ ∈ C に対し,

q-convolution cλ : E → E (EB,b 7→ EF,b)を次で定義する.

F = (F1, . . . , FN , F∞) ∈ (M(N+1)m(C))N+1,

Fi =

 O

B0 · · · Bi − (1− qλ)Im · · · BN

O

 ((i+1) 番目), 1 ≤ i ≤ N,

F∞ = I(N+1)m − F̂ ,

F̂ = (Bt−1)1≤s,t≤N+1 =


B0 · · · BN

...
. . .

...

B0 · · · BN

 , B0 = Im −B∞ −
N∑
j=1

Bj .
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定義 2 (q-middle convolution, [2]). V = Cm とおき, VN+1 の F -不変な部分空間 K,Lを次で定義
する.

K = KV =

kerB0

...
kerBN

 , L = LV(λ) = ker(F̂ − (1− qλ)I(N+1)m).

Fk の VN+1/(K + L)への作用を F k とおく. これを用いて, q-middle convolution mcλ を,

mcλ : E → E (EB,b 7→ EF,b)と定義する.

q-convolutionは, Jackson積分∫ ∞

0

f(x) dqx := (1− q)
∞∑

n=−∞
qnf(qn)

を用いて, オイラー変換の q-類似としての積分表現ができる.

定理 3 (坂井・山口 [2]). Y (x)を方程式 EB,b の解とする. i = 0, . . . , N に対し,

Ŷi(x) =

∫ ∞

0

Pλ(x, s)

s− bi
Y (s) dqs, b0 = 0, Pλ(x, s) =

∞∏
i=0

x− qi+λ+1s

x− qi+1s

とし, Ŷ (x) = t(tŶ0(x), . . . ,
tŶN (x))とおくと, Ŷ (x)は方程式 EF,b の解となる.

3 主結果
3.1 q-第六パンルヴェ方程式への q-middle convolution適用結果
神保・坂井 ([3])によって q-第六パンルヴェ方程式に関係する行列として,

A(x) =

(
κ1((x− y)(x− α) + z1) κ2w(x− y)

κ1w
−1(γx+ δ) κ2((x− y)(x− β) + z2)

)
(1)

と与えられている. 行列 B(x)を,

B(x) =
A(x)

c0(x− ta1)(x− ta2)

により定義する. c0 は直後に定義する B0 の行列式を 0にするための定数である. また,

B(x) = B∞ +
B1

1− x
ta1

+
B2

1− x
ta2

(2)

により B∞, B1, B2 を定め, B0 = I2 −B∞ −B1 −B2 = I2 −B(0)とおく. このとき, detB0 = 0と
なる c0 は θ1

ta1a2
または θ2

ta1a2
であるが, 以下では c0 = θ1

ta1a2
として進める.

detB0 = 0, detB1 = 0, detB2 = 0となるから,

B0

(
v01
v02

)
=

(
0
0

)
, B1

(
v11
v12

)
=

(
0
0

)
, B2

(
v21
v22

)
=

(
0
0

)
となる非自明な 3 つのベクトル t(vi1, vi2)(i = 0, 1, 2) が存在する. q-convolution の定義に従い,

F1, F2, F̂ , F∞ を定め, q-middle convolutionの定義に従い, K,Lを定める. ここで, Lの基底をとる
際に 1− qλ = 1− κ2a1a2t

θ1
とする.
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定義 2における F k にあたる行列を求めていく. g1, g2 を適切に定め, 行列 P を,

P =


0 0 0 v01 0 0
g1 g2 1 v02 0 0
0 0 0 0 v11 0
1 1 1 0 v12 0
0 0 0 0 0 v21
0 0 1 0 0 v22


とおく. この P を用いて F̃1 = P−1F1P, F̃2 = P−1F2P, F̃ = P−1F̂P を定めると,

F̃1 =

(
F 1 O
∗ ∗

)
, F̃2 =

(
F 2 O
∗ ∗

)
, F̃∞ =

(
F∞ O
∗ ∗

)
(F̃∞ = I6 − F̃ )

と書け, 2×2行列 F 1, F 2, F∞ が定まる. 以上をまとめて, 次の主結果を得る.

主結果 1. (2) を係数行列とする方程式 Y (qx) = B(x)Y (x) に対し q-middle convolution を適用す
ることで,

Y (qx) = F (x)Y (x), F (x) = F∞ +
F 1

1− x
ta1

+
F 2

1− x
ta2

(3)

が得られる.

また (3)の解について, 以下のことが分かった.

主結果 2. 方程式 (3)の解は,

y̌1(x) =
(a1 − a2)(κ1qz − 1)(κ2a1a2t− θ1)t

κ2w(κ1a1a2t− θ1)qz

∫ ∞

0

y1(s)

s− x
Pλ(x, s) dqs

と書くことができる.

y̌2(x)についても同様の計算を行ったが, y̌1(x)ほど簡単な形では書けなかった.

3.2 q-middle convolutionのアフィン・ワイル群の作用による表現
Ã(x) = κ2(x− ta1)(x− ta2)F (x)とおく. Ã(x)と A(x)を比較することにより, パラメータや y, z

が q-middle convolutionでどのように変換されるのかが観察された. しかし, [3]ではアフィン・ワイ
ル群の作用が明示されていないため, このままでは q-middle convolutionの表現が得られない.

そこで, 梶原・野海・山田による実現 q-P (D
(1)
5 )を用いる. こちらの実現においては, アフィン・ワ

イル群W (D
(1)
5 )の作用が明示的に書き下されている [1].

アフィン・ワイル群W (D
(1)
5 )は次のディンキン図形,

0

1

2 3

5

4

に対応する. W (D
(1)
5 ) の生成元は s0, s1, s2, s3, s4, s5 であり, 関係式として s2i = id (i =

0, 1, . . . , 5), s0s1 = s1s0, s0s2s0 = s2s0s2 などが要請されている. 梶原・野海・山田のレビュー
([1])では, q-P (D

(1)
5 )の対称性として次のようにW (D

(1)
5 )の作用が定められている.

(κ1, κ2, ν1, . . . , ν8) ∈ (C×)10 と, (f, g) ∈ P1 × P1 に対し,

s0 : ν7 ↔ ν8

s1 : ν3 ↔ ν4
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s2 : ν3 → κ1

ν7
, ν7 → κ1

ν3
, κ2 → κ1κ2

ν3ν7
, g → g

f − ν3
f − κ1

ν7

(4)

s3 : ν1 → κ2

ν5
, ν5 → κ2

ν1
, κ1 → κ1κ2

ν1ν5
, f → f

g − 1
ν1

g − ν5

κ2

s4 : ν1 ↔ ν2

s5 : ν5 ↔ ν6

さて, q-第六パンルヴェ方程式 (q-P (D
(1)
5 )) には Lax pair というものが存在する [1]. 具体的

な形は本論文を参照のこと. それぞれの Lax pair 間のパラメータや変数の対応を調べ, q-middle

convolutionによる変換を梶原・野海・山田による実現で書き換えると,

ν1 → q
ν1ν2ν5
κ2

, ν2 → ν2,
κ2
1κ2

ν5ν7ν8
→ q

κ2
1ν2ν5

ν6ν7ν8
,

κ2
1κ2

ν6ν7ν8
→ q2

κ2
1ν

2
2ν5

κ2ν7ν8
,

κ1

ν7
→ κ1

ν7
,

κ1

ν8
→ κ1

ν8
, ν3 → q

ν2ν3ν5
κ2

, ν4 → q
ν2ν4ν5
κ2

,

f → f̃ =

(f−ν3)(f−ν4)(
f−κ1

ν7

)(
f−κ1

ν8

)g − 1
ν1

(f−ν3)(f−ν4)(
f−κ1

ν7

)(
f−κ1

ν8

)g − κ2

qν1ν2ν5

f,

g → g̃ =
(f − ν3)(f − ν4)(
f − κ1

ν7

)(
f − κ1

ν8

)
(
f̃ − κ1

ν7

)(
f̃ − κ1

ν8

)
(
f̃ − q ν2ν3ν5

κ2

)(
f̃ − q ν2ν4ν5

κ2

) g

となった. この変換について計算を行ったところ, 以下のことが分かった.

主結果 3. q-middle convolutionはアフィン・ワイル群W (D
(1)
5 )の作用 (4)を用いて,

s5s2s1s0s2s3s2s0s1s2

と表される. ただし, 作用は右から順に行う.
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