
確率変数を用いたゼータ関数の考察
Consideration of the Zeta Function with Random Variables
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序論
リーマンゼータ関数は，ミレニアム懸賞問題の一つで

ある「リーマン予想」に見られるように数学において非
常に重要かつ有名な関数である．その定義を以下に記す．
定義 (リーマンゼータ関数)� �
s ∈ C,Re s > 1とし，ζ(s)を

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns

で定義する．ζ(s)をリーマンゼータ関数とよぶ．� �
リーマンゼータ関数における有名な事実として，ζ(2) =

π2

6 , ζ(4) = π4

90 といった正の偶数における特殊値がある．
これらの特殊値に関しては様々な求め方が知られている
が，ここでは，確率変数を用いた方法 (確率論的手法)，
DirichletL関数を用いた方法 (代数的手法)，多重ゼータ値
を用いた証明の三つを紹介する．

1 確率論的手法
ここで，主定理を述べる．
主定理 1(Euler)� �
n ∈ Nに対して，

ζ(2n) =
(−1)n−1

2

B2n

(2n)!
(2π)2n

が成り立つ．ここで，B2n は以下の式で定義される
ベルヌーイ数である：

∞∑
m=0

Bm

m!
xm =

x

ex − 1
(|x| < 2π).

� �
確率論的手法では二つの独立同分布に従う確率変数の

積や差の確率密度関数を求める必要が生じることがよく
ある．それについての補題を二つ述べる．
補題 1.1� �
S, T を独立な確率変数とし，確率密度関数がそれぞ
れ fS(x), fT (x) であるとする．さらに，P (S > 0) =

P (T > 0) = 1とする．このとき，確率変数 T/S の確
率密度関数は

fT
S
(x) =

∫ ∞

0

fS(u)fT (ux)udu.� �

補題 1.2� �
S, T を独立な確率変数とし，確率密度関数がそれぞれ
fS(x), fT (x)であるとする．このとき，確率変数 S−T

の確率密度関数は

fS−T (x) =

∫ ∞

−∞
fS(u+ x)fT (u)du.� �

また， x
sin x のベルヌーイ数による展開式も用いる．

補題 1.3� �
次の等式が成り立つ：

x

sinx
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(
2− 22n

)
B2n

(2n)!
x2n (|x| < π).

� �
以下，本節では oddで正の奇数を表すとする．

1.1 指数分布を用いる方法
1.1節は [1]から引用した．
確率変数X1, X2をパラメータ 1の指数分布に従う独立

な確率変数とする．つまり，確率密度関数は

fX1
(x) = fX2

(x) = e−x (x > 0).

ガンマ関数の相補公式を用いることにより，以下を得る．
命題 1.4� �
|α| < 1とすると，

E

[(
X2

X1

)α]
=

πα

sinπα
.� �

また，補題 1.1より

fX2
X1

(x) =
1

(1 + x)2
(x > 0).

命題 1.5� �
n ∈ Nとすると，

E[(logX2 − logX1)
2n] = 2(2n)!

(
1− 1

22n−1

)
ζ(2n).� �

|α| < 1に対して，



E

[(
X2

X1

)α]
= E

[
e
α(log X2−log X1)

]
= E

[ ∞∑
n=0

(α (logX2 − logX1))
n

n!

]

=

∞∑
n=0

α2n

(2n)!
E
[
(logX2 − logX1)

2n
]

(
∵ E

[
(logX2 − logX1)

odd
]
= 0
)

= 1 +
∞∑

n=1

α2n

(2n)!
E
[
(logX2 − logX1)

2n
]
.

ここで，補題 1.3に x = παを代入した式

πα

sinπα
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

α
2n

(|α| < 1).

を用いると，命題 1.5より n ∈ Nとして

2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n) = (−1)n

(
2 − 22n

)
B2nπ

2n.

この等式を変形すれば，主定理 1が得られる．

1.2 ロジスティック分布を用いる方法
1.2節は [2],[3]を参考にした．
X3 を標準ロジスティック分布に従う確率変数とする．

つまり，確率密度関数は

fX3
(x) =

e−x

(1 + e−x)2
(−∞ < x < ∞).

命題 1.6� �
|t| < 1とすると，

E[etX3 ] =
πt

sinπt
.� �

命題 1.7� �
n ∈ Nとすると，以下が成り立つ：

E
[(
log etX3

)2n]
= 2(2n)!

(
1− 1

22n−1

)
ζ(2n)t2n.� �

命題 1.7の証明では，以下の等式を用いている：

E
[
X2n

3

]
= 2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n) (n ∈ N).

また，|t| < 1に対して

E
[
e
tX3

]
= E

[
e
log etX3

]
= E

 ∞∑
n=0

(
log etX3

)n

n!


=

∞∑
n=0

1

(2n)!
E

[(
log e

tX3
)2n

] (
∵ E

[
X

odd
3

]
= 0
)

= 1 +

∞∑
n=1

1

(2n)!
E

[(
log e

tX3
)2n

]
.

ここで，補題 1.3に x = πtを代入した式

πt

sinπt
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

t
2n

(|t| < 1).

を用いると，命題 1.7より |t| < 1に対して

∞∑
n=1

1

(2n)!
2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n)t

2n
=

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

t
2n

が成り立つ．よって，n ∈ Nに対して

2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n) = (−1)n

(
2 − 22n

)
B2nπ

2n.

この等式を変形すれば，主定理 1が得られる．

1.3 ガンベル分布を用いる方法
確率変数 X4, X5 をパラメータ 0,1のガンベル分布に従

う独立な確率変数とする．つまり，確率密度関数は

fX4 (x) = fX5 (x) = e−x+e−x
(−∞ < x < ∞).

命題 1.8� �
|t| < 1に対して

E

[
etX4

etX5

]
=

πt

sinπt
.� �

また，補題 1.3に x = πtを代入した式

πt

sinπt
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

t
2n

(|t| < 1)

を用いると，|t| < 1に対して

E

[
etX4

etX5

]
=

πt

sinπt
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

t
2n

.

ここで，補題 1.2より

fX4−X5
(x) =

e−x

(1 + e−x)2
(−∞ < x < ∞).

命題 1.9� �
次が成り立つ：

E

[
etX4

etX5

]
= 1 +

∞∑
n=1

t2n

(2n)!
· 2(2n)!

(
1− 1

22n−1

)
ζ(2n).

� �
命題 1.9の証明には以下の等式を用いている：

E

[
etX4

etX5

]
= E

[
et(X4−X5)

]
= E

[ ∞∑
n=0

(t(X4 −X5))
n

n!

]

=
∞∑

n=0

t2n

(2n)!
E

[
(X4 −X5)

2n
] (

∵ E
[
(X4 −X5)

odd
]
= 0

)
= 1 +

∞∑
n=1

t2n

(2n)!
E

[
(X4 −X5)

2n
]
.

以上のことから，|t| < 1として，

∞∑
n=1

(−1)n
(
2 − 22n

)
B2n

(2n)!
π
2n

t
2n

=

∞∑
n=1

t2n

(2n)!
· 2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n)

となる．よって，n ∈ Nとして

2(2n)!

(
1 −

1

22n−1

)
ζ(2n) = (−1)n (2 − 2n)B2nπ

2n.

この等式を変形すれば，主定理 1が得られる．



1.4 どのような確率変数を用いればよいか
最後に，主定理 1を証明するためにはどのような確率

変数を用いればよいかということについて，私自身の考
察を述べる．
二つの独立同分布に従う確率変数 X,Y を用いる場合� �
(1)確率密度関数がなるべくシンプルになるようなパ
ラメータを用いる．
(2) E

[(
Y
X

)α]や E
[
etY

etX

]
などが三角関数で表示でき

るものを選ぶ．� �
(1) 確率論的手法では，積分計算をすることが多い．そ

のため，一般の文字パラメータを考えると計算が複雑に
なったり場合によっては積分計算ができなくなってしま
う可能性もある．そのため，確率変数が複雑にならない
ようなパラメータを取るほうがよいと思われる．

(2) x
sin x の展開が，ベルヌーイ数を用いて表示できるこ

とからきている．なお，αや tには制限 (範囲)があること
が多い．
一つの確率変数X を用いる場合� �
(1)確率密度関数がなるべくシンプルになるようなパ
ラメータを用いる．
(2) E [Xα]やE

[
etX

]
などが三角関数で表示できるも

のを選ぶ．
(3) 確率密度関数が偶関数 (y軸対称)なものを選ぶ．
これからの課題を述べると以下のようになる．� �
(1),(2) これについては前述の通りである．
(3) x

sin x のベルヌーイ数を用いた展開において，奇数次
の項の係数が 0であることからきている．定義域が−∞ <

x < ∞であるような確率密度関数 fX(x)が偶関数であれ
ば，奇数次のモーメントが 0になり，係数比較をするこ
とができる．ただし，「確率密度関数が偶関数である」と
いう条件は制限としては強く，またパラメータもうまく
取る必要があるため，使える確率分布がかなり制限され
てしまうと私は考えている．
これからの課題� �
(1)異なる分布に従う確率変数の商を用いて証明でき
るか考える．
(2)三角関数のベルヌーイ数による展開式を用いない
方法がないか考察する． など� �
なお，これらは修士論文で紹介した方法の一部である．

2 代数的手法
2節は，[9]からの引用が中心である．
代数的手法では，DirichletL関数を用いる．定義を以下

に記す．

定義 (Dirichlet L関数)� �
N ∈ Nとし，環Z/NZの可逆元全体の乗法群 (Z/NZ)×

から Cの乗法群 C× = C \ {0}への群準同型

χ : (Z/NZ)× → C×

を (mod N)のDirichlet指標とよび，

L(s, χ) :=

∞∑
n=1

χ(n)

ns

とおいて，これを (χについての)Dirichlet L関数と
よぶ．ただし，χ(n)は，nと N が互いに素なときは
χ(n mod N)を表すが，nと N が互いに素でない場
合は 0を表すとする．� �
ここで，本節における主定理を述べる．
主定理 2� �
rを正の偶数とすると，

ζ(r) =
1

(r − 1)!
· 1

2r − 1
· (2πi)r · 1

2
· hr(−1).

ここで，hr(t) (r = 1, 2, 3, · · · )は以下で定義される有
理数係数の有理関数とする:

h1(t) :=
1 + t

2(1− t)
(t ̸= 1)

hr(t) := t
dr−1h1(t)

dtr−1
(r ≥ 1, t ̸= 1).� �

主定理 1と主定理 2の右辺を比較することにより，偶
数番号のベルヌーイ数の hr(t)による表示が得られる．
命題 2.1� �
2以上の偶数 rに対して，

Br = − r

2r − 1
hr(−1).� �

3 多重ゼータ値
まず，多重ゼータ値の定義を述べる．
定義 (多重ゼータ値)� �
k1 ∈ N≥2, k2, . . . , kn ∈ N≥1に対して，ζ(k1, k2, . . . , kn)
を

ζ(k1, k2, . . . , kn) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

1

mk1
1 mk2

2 · · ·mkn
n

で定める．ζ(k1, k2, . . . , kn) を多重ゼータ値とよぶ．
ここで，k := k1 + k2 + · · · + kn を多重ゼータ値
ζ(k1, k2, . . . , kn)の重さ，nを深さという．� �
この定義より，深さ 1の多重ゼータ値はリーマンゼー

タ関数の整数点での値であることがわかる．
ここで，リーマンゼータ関数の特殊値を求める際に多

重ゼータ値を考える背景を説明する．リーマンゼータ関



数の特殊値を求める際によく用いられる等式として，sin

関数の積公式がある．具体的に書くと，

∞∏
n=1

(
1 −

x2

n2

)
=

(
1 −

x2

12

)(
1 −

x2

22

)(
1 −

x2

32

)
· · ·

= 1 −
( ∞∑

m=1

1

m2

)
x
2
+

 ∑
m1>m2>0

1

m2
1m

2
2

 x
4

−

 ∑
m1>m2>m3>0

1

m2
1m

2
2m

2
3

x
6
+ · · ·

= 1 +
∞∑

m=1

(−1)
n
ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

n 個

)x
2n

.

これより，ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

)の値を用いることで，ζ(2n) (n ∈

N)の値を求めることができるのではないかと考えられる．
以下，[8]から引用する．
sinxのマクローリン展開を考えることにより，以下が

得られる．
命題 3.1� �
次が成り立つ：

ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) =
π2n

(2n+ 1)!
.

� �
次に，リーマンゼータ関数と多重ゼータ値の積につい

て考察する．
例えば，リーマンゼータ関数の積は

ζ(p)ζ(q) =

(∑
m>0

1

mp

)(∑
n>0

1

nq

)
=

∑
m,n>0

1

mpnq

=

( ∑
m>n>0

1

mpnq

)
+

( ∑
n>m>0

1

mpnq

)
+

( ∑
m=n>0

1

mpnq

)
= ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p + q).

また，深さが 1と 2の多重ゼータ値の積は

ζ(p)ζ(q, r) =

∑
l>0

1

lp

( ∑
m>n>0

1

mqnr

)
=

∑
l>0

m>n>0

1

lpmqnr

=

 ∑
l>m>n>0

1

lpmqnr

+

 ∑
m>l>n>0

1

lpmqnr


+

 ∑
m>n>l>0

1

lpmqnr

+

 ∑
l=m>n>0

1

lpmqnr


+

 ∑
m>l=n>0

1

lpmqnr


= ζ(p, q, r) + ζ(q, p, r) + ζ(q, r, p) + ζ(p + q, r) + ζ(q, p + r).

この積と命題 3.1を用いて，ζ(2)の値から ζ(4), ζ(6)の
値を求める．はじめに，

ζ(2)2 = ζ(2, 2) + ζ(2, 2) + ζ(2 + 2) = 2ζ(2, 2) + ζ(4)

より，

ζ(4) = ζ(2)2 − 2ζ(2, 2) =

(
π2

6

)2

− 2 ·
π4

5!
=

π4

90
.

次に，

ζ(2)ζ(2, 2) = 3ζ(2, 2, 2) + ζ(2, 4) + ζ(4, 2),

ζ(4)ζ(2) = ζ(2, 4) + ζ(4, 2) + ζ(6)

となるので，両辺の差をとると ζ(4, 2) + ζ(2, 4)が消えて

ζ(6) = ζ(4)ζ(2) − ζ(2)ζ(2, 2) + 3ζ(2, 2, 2)

=
π4

90
·
π2

6
−

π2

6
·
π4

120
+ 3 ·

π6

7!
=

π6

945
.

この方法をもとに，一般の ζ(2n) (n ∈ N)の値を求める
ことができる．
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