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本研究では、[3],[7]で導入された q-Heun方程式を用いて q 超幾何方程式の原点での特異性を別の点に移したも

のを定義し、その方程式の本質的に４つの明示的な解を与え、さらに、差分方程式での特異点の合流を考察した。

1 はじめに

次の方程式は Gaussの超幾何微分方程式 (Hypergeometric differential equation)と呼ばれる。

z(1− z)
d2f

dz2
+ {γ − (α+ β + 1)z} df

dz
− αβf = 0. (1.1)

この方程式はフックス型の微分方程式で、3点 z = 0, 1,∞を確定特異点に持ち、3点を確定特異点に持つフッ

クス型の微分方程式の標準形である。

(1.1)の z = 0での級数解の一つとして、Gaussの超幾何級数と呼ばれる、

f(z) = 2F1(α, β; γ; z) =

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

zn

n!

を持つ。

ここで、
(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1), (a)0 = 1

である。さらに (1.1)を β = b, z 7→ z/bと変数変換し、b → ∞とすると

z
d2f

dz2
+ (γ − z)

df

dz
− αf = 0 (1.2)

を得る。(1.2)を合流型超幾何方程式 (または Kummerの微分方程式)と呼ぶ。

Gaussの超幾何微分方程式の q 類似として次の q 超幾何方程式が知られている。(以下、0 < q < 1とする)

(c− abx)f(qx)− (c+ q − (a+ b)x)f(x) + (q − x)f(x/q) = 0.

この方程式の解の一つとして、q 超幾何関数と呼ばれる、

f(x) = 2φ1(a, b; c;x) =

∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n
(c; q)n(q; q)n

xn (= 2ϕ1(a, b; c;x))

が知られている。[1],[2]

ここで、
(a; q)n = (1− a)(1− aq) · · · (1− aqn−1), (a; q)0 = 1.

そして 4点 z = 0, 1, t,∞を確定特異点にもつ微分方程式

d2f

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − t

)
df

dz
+

αβz − E

z(z − 1)(z − t)
f = 0
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を Heunの微分方程式という。

ただし γ + δ + ϵ = α+ β + 1で、E は各特異点での特性指数に依存しない、アクセサリーパラメータと呼ばれ

るものである。

この Heunの微分方程式の q 類似として、次の q-Heun方程式と呼ばれるものがある。

(a0 + a1x+ a2x
2)f(qx)− (b0 + b1x+ b2x

2)f(x) + (c0 + c1x+ c2x
2)f(x/q) = 0.

ただし、a0a2c0c2 ̸= 0. この方程式は q 超幾何方程式と異なり、f(qx), f(x/q)の係数が 2次になっている。[3]

2 確定特異点と特性指数

常微分方程式のとき同様 [10]に、級数解を求めるため差分方程式の特性方程式と特性指数を以下のように定

める。

Definition 1 2階の q 差分方程式

(a0 + a1x+ a2x
2)f(qx) + (b0 + b1x+ b2x

2)f(x) + (c0 + c1x+ c2x
2)f(x/q) = 0

に対して、

a0q
λ + b0 + c0q

−λ = 0 (2.1)

を x = 0における特性方程式といい、
c2q

λ + b2 + a2q
−λ = 0 (2.2)

を x = ∞における特性方程式という。さらに、特性方程式の解 λを特性指数という。[4][5][7]

さらに、q 差分方程式のときも同様に特性指数を用いて、

f(x) = xλ
∞∑

n=0

anx
n

の形で解が求められることが知られている。[2][8]

3 q-Heun方程式と q 超幾何方程式の変異形

Definition 2 q-Heun方程式を特殊化した

(x− qh1+1/2t1)(x− qh2+1/2t2)g(x/q) + qα1+α2(x− ql1−1/2t1)(x− ql2−1/2t2)g(qx)

−
[
(qα1 + qα2)x2 − p

{(
q−h2 + q−l2

)
t1 +

(
q−h1 + q−l1

)
t2
}
x+ p(q1/2 + q−1/2)t1t2

]
g(x)

= 0

(3.1)

ここで p = q(h1+h2+l1+l2+α1+α2)/2

を q 超幾何方程式の変異形 (the variant of the q-hypergeometric equation)[8]と呼ぶことにし、

λ =
h1 + h2 − l1 − l2 − α1 − α2 + 1

2

とおく。

2



4 q 超幾何方程式の変異形の解

竹村先生、松縄君、波多野君との共同研究で本質的に４つの以下の表示の解を得た。[8]

g(x) = xλ
∞∑

n=0

qn
(qλ+α1 ; q)n(q

λ+α2 ; q)n
(qh1−l1+1; q)n(qh2−l1+1t2/t1; q)n(q; q)n

(
x

ql1−1/2t1
; q

)
n

g(x) = x−α1

∞∑
n=0

(qλ+α1 ; q)n
(qα1−α2+1; q)n

q−
n
2

{ n∑
k=0

(qλ+α1−h2+l2q)k(q
λ+α1−h1+l1)n−k

(q; q)k(q; q)n−k
(ql1t1)

k(ql2t2)
n−k

}
x−n

g(x) = x−α1

∞∑
n=0

qn(qλ+α1 ; q)n
(qh1−l2+1t1/t2; q)n

{ n∑
k=0

qk(k+1)/2 (qλ+α1+l2−h2 ; q)k
(qh1−l1+1; q)k(q; q)k(q; q)n−k

(−qh1−l2t1/t2)
k
}(

qh1+1/2t1
x

; q

)
n

g(x) = xλ
∞∑

n=0

(
qh1+1/2t1

x
; q

)
n

(qλ+α1 ; q)n(q
λ+α2 ; q)n

(qh1−l1+1; q)n(qh1−l2+1t1/t2; q)n(q; q)n

(
x

qh2−1/2t2

)n

5 q 超幾何方程式の変異形の合流

(3.1)を qα2 → 0, ql2 → ∞, qα2+l2 = qh1+h2−l1−α1−2λ+1 になるように極限をとると、

qh1+h2−l1−2λ+1/2t2(q
l1− 1

2 t1 − x)g(qx) + (x− qh1+
1
2 t1)(x− qh2+

1
2 t2)g(x/q)

− [qα1x2 − r(q−h2t1 + q−h1t2 + q−l1t2)x+ r(q1/2 + q−1/2)t1t2]g(x) = 0
(5.1)

に移行する。ここで、r = qh1+h2−λ+1/2.

(3.1)と異なり、g(qx)の係数が一次式になっている。

Theorem 5.1 (5.1)は t2 7→ (1 − q)−1T−1 として、q → 1と極限を取り、さらに g(x) = xλf(x)と変換す

ると、

f ′′(x) +

(
h1 − l1 + 1

x− t1
− T

)
f ′(x)− T

λ+ α1

(x− t1)
f(x) = 0 (5.2)

となり合流型超幾何方程式を得る。

6 二回合流させた q 超幾何方程式の変異形

さらに、(5.1)の合流を考える。(5.1)での q−l1 → 0となるように極限をとると

qh1+h2−2λt1t2g(qx) + (x− qh1+1/2t1)(x− qh2+1/2t2)g(x/q)

− [qα1x2 − qh1+h2−λ+1/2(q−h2t1 + q−h1t2)x+ qh1+h2−λ+1/2(q1/2 + q−1/2)t1t2]g(x) = 0
(6.1)

に移行する。
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Theorem 6.1 q = 1 + ϵとし、t−1
1 7→ Bϵ1/2(1 +B1ϵ

1/2), t−1
2 7→ −Bϵ1/2(1 +B2ϵ

1/2)と変換し、q → 1と

極限を取り、g(x) = xλf(x)とおくと

f ′′(x) + [B2x+B(B1 −B2)]f
′(x) +B2(λ+ α1)f(x) = 0 (6.2)

を得る。

7 まとめ

q-Heun方程式を用いて、q 超幾何方程式の 0での特異性をほかの点に移した方程式を導入し、それらの解を

与えた。そこから差分方程式での合流を考えていった。後半部分の合流については [12]でさらに述べる予定で

ある。
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