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はじめに

私は関数空間論の研究を行っている. その中でも主にMorrey空間 [9]や Lorentz空間 [8]を扱っていて, そ

れらの構造を同時に合わせ持った Morrey–Lorentz 空間という関数空間に興味がある. 関数空間を扱ううえで

作用素の有界性の研究は必要不可欠である. そのため, Hardy–Littlewood の極大関数や Riesz ポテンシャル,

Calderón–Zygmund特異積分作用素など (半)線形作用素の有界性は古くから研究がされてきた. その後, 拡張

や応用がされ, 現代でも多く研究されている. 特に Rieszポテンシャル Iα については, パラメーター 0 < α < n

と Lebesgue可測関数 f に対して,

Iαf(x) ≡
∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

で与えられているもので, ラプラシアンを用いて Iαf = C(−∆)−
α
2 f に書き換えることができ, 調和解析や偏微

分方程式論において重要な道具となっている. また, Rieszポテンシャルの有界性に関しては, Lebesgue空間上

では Hardy–Littlewood–Sobolevの不等式, Morrey空間上では Adamsの定理 [1]としてよく知られている.

本研究では, Morrey空間上における双線形分数積分作用素 Jα の有界性をテーマに研究を行っていた. 双線

形分数積分作用素 Jα は Rieszポテンシャルの双線形の場合の拡張となっているものとして Grafakos氏 [4]に

よって導入された. この課題は, 先行研究として He氏と Yan氏 [6]によって一部結果が知られていて残りは未

解決となっている. そこで残りの部分について議論をした. その後さらに, その結果を一部Morrey–Lorentz空

間上の有界性へと拡張した.

1 導入

0 < q ≤ p < ∞とする. このとき, Morrey空間Mp
q(Rn)は以下のように定義される.

Mp
q(Rn) ≡ {f ∈ Lq

loc(R
n) : ∥f∥Mp

q
≡ sup

Q∈D
|Q|

1
p−

1
q ∥fχQ∥Lq < ∞}

ただし, 上限は二進立方体 D;

D ≡

{
Qjm ≡

n∏
i=1

[
mi

2j
,
mi + 1

2j

)
: j ∈ Z,m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn

}
全体に取る. そして, Lq

loc(Rn)は任意のコンパクト集合K に対して, fχK ∈ Lq(Rn)を満たすような Lebesgue

可測関数 f 全体である. また, パラメーター 0 < α < nと可測関数 f1, f2 に対して, 双線形分数積分作用素 Jα

は

Jα[f1, f2](x) ≡
∫
Rn

f1(x+ y)f2(x− y)

|y|n−α
dy, x ∈ Rn
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と定義される.

定理 1.1

0 < α < n, 1 < q1 ≤ p1 < ∞, 1 < q2 ≤ p2 < ∞ 0 < t ≤ s < ∞に対して, p, q を

1

p
=

1

p1
+

1

p2
,

1

q
=

1

q1
+

1

q2
.

を満たすようにとる. さらに条件

1

s
=

1

p
− α

n
,

s

p
=

t

q
, s < min(q1, q2).

を仮定する. このとき, 任意の f1 ∈ Mp1
q1 (R

n) と f2 ∈ Mp2
q2 (R

n) に対して,

∥Jα[f1, f2]∥Ms
t
≤ C∥f1∥Mp1

q1
∥f2∥Mp2

q2
.

が成り立つ.

この定理の証明は,

(a) 1 ≤ t ≤ s < ∞, (b) 0 < t ≤ s < 1, (c) 0 < t ≤ 1 ≤ s < ∞.

の三つに場合分けして証明を与えた. 場合 (a)は論文 [7, 5]で与えられているアトム分解を用いて得られた. 場

合 (b), (c)は, 新たに平均値に対する以下のようなノルム評価を与え, それを用いて得られた.

定理 1.2

0 < q ≤ p < 1とする. このとき, 二進立方体 Qj に台を持つような任意の非負値可積分関数列 fj, j = 1, 2, . . .,

に対して, ∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
Mp

q

≲

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

(
1

|Qj |

∫
Qj

fj(y) dy

)
χQj

∥∥∥∥∥∥
Mp

q

が成り立つ.

定理 1.3 ([7])

0 < q ≤ 1 ≤ p < u とする. このとき, 二進立方体 Qj に台を持つような任意の非負値可積分関数列 fj,

j = 1, 2, . . ., に対して, ∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

fj

∥∥∥∥∥∥
Mp

q

≲

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

(
1

|Qj |

∫
Qj

fj(y)
u dy

) 1
u

χQj

∥∥∥∥∥∥
Mp

q

が成り立つ.

2 Morrey–Lorentz空間の研究

現在, 修士論文の内容と並行してMorrey–Lorentz空間というMorrey空間の拡張となっている関数空間につ

いて調べている. 特に最近では, Morrey–Lorentz空間のアトム分解について研究を行った. 本節では, その結果

得られた定理の応用として双線形分数積分作用素のMorrey–Lorentz空間上の有界性を述べる.

Morrey–Lorentz空間は Ragusa氏 [10]によって導入され, Ferreira氏 [3], Almeida氏と Lima氏 [2]によっ

て基本的な作用素の有界性の証明や偏微分方程式への応用が行われた. まずMorrey–Lorentz空間の導入を行う

ために, Lorentz空間の定義を思い出しておく.
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定義 2.1 (Lorentz空間)

f を Lebesgue可測関数とし, 分布関数 λf と再配分関数 f∗ を以下のように与える: 正の数 tに対し,

λf (t) ≡ |{x ∈ Rn : |f(x)| > t}|, f∗(t) ≡ inf({s ∈ [0,∞) : λf (s) ≤ t} ∪ {∞}).

0 < p, q < ∞とする. このとき, Lorentz空間 Lp,q(Rn)を擬ノルム

∥f∥Lp,q ≡


{∫ ∞

0

(t
1
p f∗(t))q

dt

t

} 1
q

, 0 < p, q < ∞,

sup
t>0

t
1
p f∗(t), 0 < p ≤ ∞, q = ∞

が有界となるような Lebesgue可測関数 f 全体として定義する.

定義 2.2 (Morrey–Lorentz空間)

0 < q ≤ p < ∞, 0 < r ≤ ∞とする. このとき, Morrey–Lorentz空間Mp
q,r(Rn)は擬ノルムを

∥f∥Mp
q,r

≡ sup
Q∈D

|Q|
1
p−

1
q ∥fχQ∥Lq,r

として,
Mp

q,r(Rn) ≡ {f ∈ Lq,r
loc(R

n) : ∥f∥Mp
q,r

< ∞}

と定義される.

注意 2.3

Morrey–Lorentz空間とは, Morrey空間や Lorentz空間の一般化となっている:

Mp
q,q(Rn) = Mp

q(Rn), Mp
p,q(Rn) = Lp,q(Rn).

また, Morrey 空間や Lorentz 空間に埋め込みが知られているように, Morrey–Lorentz 空間にも同様な埋め

込みが知られている.

(1) q2 < q1 ならば, Mp
q1,r1(R

n) ⊂ Mp
q2,r2(R

n);

(2) r1 ≤ r2 ならば, Mp
q,r1(R

n) ⊂ Mp
q,r2(R

n).

(1), (2)はそれぞれMorrey空間と Lorentz空間のときに現れた埋め込みの拡張になっている. 特に特別な場合

を考えれば, q < pのとき, 埋め込み Lp,∞(Rn) ⊂ Mp
q(Rn) が成り立つことがわかる.

このとき, 既存の結果として与えられているMorrey空間に対するアトム分解 ([7]参照)を以下のように拡張

させた.

定理 2.4

パラメーター 1 < q ≤ p < ∞, 1 < t ≤ s < ∞, 0 < r < ∞, 0 < u ≤ ∞ と {Qj}∞j=1 ⊂ D(Rn),

{aj}∞j=1 ⊂ Ms
t,u(Rn), {λj}∞j=1 ⊂ [0,∞) をとる. このとき,

q < t, p < s, supp(aj) ⊂ Qj

を満たすなら, 級数 f =
∑∞

j=1 λjaj は Lq,r
loc(Rn)の位相で収束し, ある定数 C = C(p, q, r, s, t, u)が存在して

∥f∥Mp
q,r

≤ C

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

λj

∥aj∥Ms
t,u

|Qj |
1
s

χQj

∥∥∥∥∥∥
Mp

q,r

が成り立つ.
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よって, この定理を応用して定理 1.1の場合 (a)を拡張した.

定理 2.5

0 < α < n, 1 < q1 ≤ p1 < ∞, 1 < q2 ≤ p2 < ∞, 0 < r1, r2, u < ∞, 1 < t ≤ s < ∞とする. さらに, パラ

メーター p, q, r を
1

p
=

1

p1
+

1

p2
,

1

q
=

1

q1
+

1

q2
,

1

r
=

1

r1
+

1

r2

を満たすようにとる. そして, 条件

1

s
=

1

p
− α

n
,

s

p
=

t

q
=

u

r
, s < min(q1, q2).

を仮定する. このとき, 任意の f1 ∈ Mp1
q1,r1(R

n) と f2 ∈ Mp2
q2,r2(R

n) に対して, 定数 C が存在して

∥Jα[f1, f2]∥Ms
t,u

≤ C∥f1∥Mp1
q1,r1

∥f2∥Mp2
q2,r2

が成り立つ.

3 終わりに

本研究では, Morrey空間上における双線形分数積分作用素の有界性について研究をし, さらにその一部におい

てMorrey–Lorentz空間へと拡張を行った. しかし, 定理 1.1の条件 s < min(q1, q2)が外せるかどうかが未解

決となっている. 今後は, この問題を突き詰めていきたい.
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