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1 はじめに
共通主成分分析 (Common Principal Component Analysis; CPCA)は，複数年のデータ集合 (グループ)の
分散共分散行列を同時に対角化することで共通の主成分軸を導出して，視覚的に情報・パターン抽出を行う手法
として Flury (1984, 1988)によって提唱された．この解析手法の利点は，個々に行う主成分分析に比べ推定する
モデルのパラメータ数が少なく，より小さい標準偏差をもつ係数が求められるという意味で安定的であり，また
共通の主成分軸で相違や類似度を測れる点などが挙げられる．経済データ，社会構造データなどでは経年データ
の情報やパターン抽出を考察するための有用な手法として用いられている (勝浦, 1988)．
このように複数年のグループを分析する際，データ構造が大規模災害や経済危機によって変化する点が存在す
ると考えられる．この変化点を客観的に特定することは実社会において過去に発生した類似する出来事による影
響について観察することによって，将来どんなことが起こるかを予測し，それに対処することが可能となる面で
重要となる．
本研究では客観的に年度データにおける変化点を特定するために，共分散構造に着目した共通主成分モデルの
下での逸脱度（CPCA deviance）に基づく変化点探索法を提案する．変化点前後では共分散構造が異なり，2

つの分散共分散行列に分類されると考える．この 2つの分散共分散行列に分けることで，境目となるところを変
化点として検出することができる．この考えに基づき，共通主成分分析にモデル評価の指標の 1つである逸脱度
を導入することで共通主成分モデル下の逸脱度とフルモデル下での逸脱度の差から構造変化点探索を議論する．

2 共通主成分分析
k 個のグループが存在し，各グループのデータ数を N1, N2, . . . , Nk とする．この時，共通主成分分析はグ
ループの構造を考慮に入れ，一括して主成分分析を行うことでグループ間の類似度や相違を明らかにし共通の測
度での比較を可能にする手法である．k = 1のとき，通常の主成分分析に一致する．数理的には，各グループの
分散共分散行列 Σ1, . . . ,Σk を同時対角化する直交行列W を考える．すなわち，共通主成分分析は，以下の仮
説の下で分析される．

Hc : W
TΣiW = Λi (i = 1, 2, . . . , k). (2.1)

ただし，Λ1, . . . ,Λk は対角行列であるが，共通ではないことに注意する．
次に共通主成分仮説における直交行列W，対角行列 Λi を最尤法を用いて推定する．まず，第 iグループで観
測された p次元データは次の分布に従うと仮定する．

xij
iid∼ Np(µi,Σi) (i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , Ni).

ここで µi ∈ Rp で Σiは p× p正定値対称行列である．簡単のために，ni = Ni − 1とおいて考える．グループ
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ごとの不偏標本分散共分散行列を Si =
1

ni

Ni∑
j=1

(xij − xi)(xij − xi)
T とおく．このとき，行列 niSi は互いに独

立に自由度 ni のウィシャート分布に従うことから，確率密度関数は次の式で与えられる (Muirhead, 1982)．

f(niSi) =
1

2
pni
2 |Σi|

ni
2 Γp

(ni

2

) |niSi|
ni−p−1

2 exp
(
−ni

2
tr(Σ−1

i Si)
)
.

この確率密度関数を用いると，Σ1,Σ2, . . . ,Σk に関する尤度関数は

L(Σ1,Σ2, . . . ,Σk) =

k∏
i=1

1

2
pni
2 |Σi|

ni
2 Γp

(ni

2

) |niSi|
ni−p−1

2 exp
(
−ni

2
tr(Σ−1

i Si)
)

= C ×
k∏

i=1

exp
[
tr
(
−ni

2
Σ−1

i Si

)]
|Σi|−

ni
2 (2.2)

となる．ただし，C は Σi に依存しない定数である．式 (2.2) を最大化するかわりに，次の式を最小化して，
Σ1,Σ2, . . . ,Σk の最尤推定量を求める．

g(Σ1,Σ2, . . . ,Σk) = −2 logL(Σ1,Σ2, . . . ,Σk) + 2 logC

=

k∑
i=1

ni

[
log |Σi|+ tr(Σ−1

i Si)
]
. (2.3)

ここで，共通主成分分析を行うために共通主成分仮説 (2.1)を仮定する．この仮説が成立するという条件下での
最尤推定量は

wT
l

(
k∑

i=1

ni
λil − λij

λilλij
Si

)
wj = 0 (l, j = 1, 2, . . . , p (l ̸= j)) (2.4)

という p(p− 1)

2
個の方程式の解となる．ただし，wl は直交行列W の第 l列ベクトル，λil は対角行列 Λi の第

l対角要素である．式 (2.4)の方程式の解として求められた最尤推定量を

Ŵ = (ŵ1, . . . , ŵp),

Λ̂i = diag(λ̂ij) =


λ̂i1 0 · · · 0

0 λ̂i2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λ̂ip


とおく．Ŵ は共通主成分係数，Λ̂i は各グループの共通主成分ごとの分散の推定量である．これより，共通主成
分仮説における Σi の最尤推定量は，次の式で表せる.

Σ̂i = Ŵ Λ̂iŴ
T . (2.5)

3 CPCA deviance

年度データにおける構造変化地点の特定を共分散構造に着目した共通主成分モデルの下での逸脱度に基づいて
行う方法について議論する (松川他 (2019)，Matsukawa et al. (2019))．社会構造や経済構造は 2011年の東日
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本大震災といった大規模自然災害や 2007年の世界金融危機といった経済危機が起こった際に変化が起こると思
われる．上記と同様の出来事が発生した時に備えるには，過去に発生した出来事による影響を観察し，将来どん
なことが起こるか考察することが大切であり，そのためには，変化点を特定することが重要となる．本研究では
変化点前後での年度データにおいてグループごとのデータの散らばり具合，すなわち分散共分散行列が大きく異
なると仮定する．その考えに基づき，データの構造を分散共分散行列でとらえ，共通主成分分析によって変化点
の特定を行う．
そのための尺度として逸脱度を導入する．逸脱度とは，最大対数尤度に −2を乗じた式で定義され，モデルの
当てはまりの程度を表す指標である．構造変化点を特定するための過程として，まず複数のグループに対して 2

つに分割し，分割した各グループに対してそれぞれ共通主成分分析を行い，分散共分散行列の最尤推定量を求め
る．その最尤推定量を逸脱度に代入し，共通主成分モデルに基づく逸脱度を求める．一方で，不偏標本分散共分
散行列を最尤推定量とするフルモデル (共通主成分仮説を仮定しないモデル)に基づく逸脱度を求める．そして，
共通主成分モデルに基づく逸脱度からフルモデルに基づく逸脱度を引いた数値 (CPCA deviance) を用いて各
分割パターンで比較していく．CPCA devianceが最小となるパターンを見つけた場合，それはモデルの当ては
まりが最も良いものであると言えることから，正しく 2つの分散共分散行列に分けることができたとみなせる．
従って，そのパターンの境界を共分散構造変化点とみなすことにする．詳しいステップは以下のとおりである．

Step 1 k グループを k1個と k2 個 (1 ≤ k1 < k，k2 = k − k1)の 2つに分割する．この時，k1 個のグループ
を G1 とおき，k2 個のグループを G2 とおく．

Step 2 G1 における分散共分散行列 Σ1, . . . ,Σk1 と，G2 における分散共分散行列 Σk1+1, . . . ,Σk1+k2 に対し
て，それぞれ共通主成分分析を適用し，最尤推定量 Σ̂

(1)
1 , . . . , Σ̂

(1)
k1

, Σ̂
(2)
k1+1, . . . , Σ̂

(2)
k1+k2

を求める．(k1 = 1

または k2 = 1のとき，G1 または G2 のグループ数が 1になり，共通主成分分析を用いて推定できない
ため，不偏標本分散共分散行列 S1 または Sk1+k2 を最尤推定量として考えることにする．)

Step 3 求めた最尤推定量 Σ̂
(1)
1 , . . . , Σ̂

(1)
k1

, Σ̂
(2)
k1+1, . . . , Σ̂

(2)
k1+k2

を逸脱度に代入し，共通主成分モデルに基づく逸
脱度を求める．

Step 4 不偏標本分散共分散行列 S1, . . . , Sk1
, Sk1+1, . . . , Sk1+k2

を用いてフルモデルに基づく逸脱度を導出す
る．そして Step3で求めた逸脱度からフルモデルに基づく逸脱度を引いた数値 (CPCA deviance)を求
める．

Step 5 k1 = 1, 2, . . . , k − 1の (k − 1)パターンで Step1から Step4を行い，CPCA devianceが最小となる
パターンの境界を構造変化点として考える．

共通主成分仮説に従うモデルの最尤推定量を表す式 (2.5)を用いることで共通主成分モデルに基づく逸脱度は次
の式で与えられる．

−2 logL(Σ̂
(1)
1 , . . . , Σ̂

(1)
k1

, Σ̂
(2)
k1+1, . . . , Σ̂

(2)
k1+k2

)

= −2 logC +

k1+k2∑
i=1

nip+

k1∑
i=1

ni log |Σ̂(1)
i |+

k1+k2∑
i=k1+1

ni log |Σ̂(2)
i |. (3.1)

一方でフルモデルを正規分布に従うモデルとすると，その下での最尤推定量 Si を表す逸脱度は次の式で与えら
れる．

−2 logL(S1, . . . , Sk1+k2
) = −2 logC +

k1+k2∑
i=1

nip+

k1+k2∑
i=1

log |Si|. (3.2)
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共通主成分仮説に基づくモデルの逸脱度 (3.1)とフルモデル下での逸脱度 (3.2)の差は

−2 logL(Σ̂
(1)
1 , . . . , Σ̂

(1)
k1

, Σ̂
(2)
k1+1, . . . , Σ̂

(2)
k1+k2

)− (−2 logL(S1, . . . , Sk1+k2
))

=

k1∑
i=1

ni log
|Σ̂(1)

i |
|Si|

+

k1+k2∑
i=k1+1

ni log
|Σ̂(2)

i |
|Si|

(3.3)

で与えられる．これより，仮説下とフルモデルの逸脱度の差を表す式 (3.3) (CPCA deviance)が最小となるも
のが最適なグループの区分であるとみなす．
修士論文では提案した共分散構造変化点探索法を 2001年から 2016年の 16年分の 47都道府県別エネルギー
消費データへの分析およびそのデータを参考にしたモンテカルロシミュレーションに適用して，その有用性を検
証した．

4 終わりに
本研究では，主成分分析の一般形である共通主成分分析の基本的な考え方および仮説における同時対角化する
ための直交行列W を推定する方法と関連する推測論の定式化を行った．そして，年度データにおける変化点を
客観的に探索するために共分散構造に着目した共通主成分モデルの下での逸脱度 (CPCA deviance)に基づく変
化点探索法を提案した．
今後取り組むべき課題としては，共通主成分分析では多変量観測データをグループごとに多変量正規分布に従
うと仮定して行なっており，いくつかのグループに外れ値がある場合では，推測の精度が落ちるという問題点が
あげられる．これに関して外れ値を考慮した推測法の修正を行えば，共通主成分分析の理論に当てはまりやすく
なるだけでなく，共分散構造の変化を検出しやすくなると考えている．このことから，CPCA devianceにM

推定，最小共分散行列推定法などのロバスト推定を導入した Robust CPCA devianceの導出を検討したい．ま
た，Chen and Gupta (2012)の考えを参考にし，ベイズ型モデル評価基準 BICを用いて複数個の変化点を探索
し，変数選択することで変化点の要因を特定する方法を検討したい．
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