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1. 序論
自由表面流れとは，液体と気体の接触面（または界面）

である自由表面と呼ばれる境界に注目した流れのことであ

り，スロッシングやスラミングなどの現象と関連が深く，

工学的分野において重要である．自由表面流れの数値解析

において，自由表面を捕捉する手法はオイラー法とラグラ

ンジュ法に大別される．このうちラグランジュ法は，自由

表面境界を計算領域の境界として直接的に表現できるた

め，境界の捕捉精度に優れている．しかし，有限要素法に

よる解析にラグランジュ法を用いた場合，自由表面形状の

変化に伴って要素が変形するため，要素の潰れや裏返りが

生じ，計算精度の低下や計算の破綻を招く場合がある．こ

れは，計算に用いる要素と節点の組み合わせに関する情報

が固定されることに起因する．そこで齋藤ら (1) は，局所

的かつ一時的なメッシュを作りながら流れ計算を行うフ

リーラグランジュ有限要素法を提案し，自由表面の大変形

を伴う現象の計算を行った．しかし，このときの計算はレ

イノルズ数が 200と低かった．水を流体として扱う場合の

レイノルズ数は数万～数百万程度となるが，従来の計算手

法では高レイノルズ数での計算が行えず，計算精度の検証

が行えなかった．そこで本研究では，高レイノルズ数流れ

の計算が行えるように本手法を改良し，計算精度の検証を

行うことを目的とする．

2. 流れの支配方程式と離散化　

2.1 流れの支配方程式　

2次元における非圧縮性流体の流れの支配方程式は，ラ

グランジュ表記のナビエ・ストークス方程式

Dui

Dt
= σij,j + fi (1)

と連続の方程式

ui,i = 0 (2)

である．ここに，tは時間，xi(i = 1, 2)は直交座標，ui は

流速の xi 成分，fi は外力の xi 成分であり重力のみを考慮

する．また，流体をニュートン流体と仮定すると応力テン

ソルの成分 σij は，

σij = −pδij +
1

Re
(ui,j + uj,i) (3)

で与えられる．ここに，pは圧力，δij はクロネッカーのデ

ルタである．代表長さを L，代表速さを U，動粘性係数を

ν とすると，レイノルズ数 Reは，Re = L
√
gL/ν で定義

Fig. 1 Fluid region and the boundaries

される．Fig.1のように x2 軸を鉛直上向きにとるとき，外

力は f1 = 0，f2 = −1/Fr2 で与えられる．ここに Fr は

フルード数であり，Fr = U/
√
gL (g：重力加速度）で定

義される．ここでは Fr = 1 となる．Fig.1 に示すように

流体領域 Ωの境界として，自由表面 Γf と固体壁 Γw を考

えると，Γf 上では，

p = p0 (4)

を課し，Γw 上ではすべり条件

uini = σijnjti = 0 (5)

を課す．ここに，p0 は大気圧，ni は境界上に立てた外向

き単位法線ベクトルの xi 成分，ti は単位接線ベクトルの

xi 成分である．

2.2 空間方向の離散化　

空間方向の離散化には三角形要素による有限要素法を用

いる．流速と圧力はともに xi の 1 次多項式で近似し，計

算の安定化のために PSPG 法 (2) を用いる．PSPG 法を

用いると，式 (1),(2)の弱形式は，∫
Ω

[
u∗
i

(
Dui

Dt
− fi

)
+ u∗

i,jσij + q∗ui,j

]
dΩ

+

∫
Ω

q∗PSPGi

(
Dui

Dt
− σij,j − fi

)
dΩ = 0 (6)

となる．ここに q∗PSPGi
は PSPG法によって付加される重

み関数であり，

q∗PSPGi
= τPSPG q∗,i (7)

で定義される．τPSPG は要素ごとに定義されるパラメータ

であり，

τPSPG =

[(
2||uh||
he

)2

+

(
4

h2
eRe

)2]− 1
2

(8)



で与えられる．ここに，∆tは時間増分，uh は要素重心に

おける流速，he は要素サイズを示す．弱形式 (6)を空間方

向に離散化すると，有限要素方程式

Ma−Hp+ Su = F (9)

Mεa+HTu+Hεp = Fε (10)

を得る．ここに，aは加速度ベクトル，uは流速ベクトル，

pは圧力ベクトル，Fは外力ベクトルを表し，Mは質量行

列，Hは勾配行列，Sは拡散行列，HT は発散行列を表す．

このとき，式 (9)は運動方程式 (1)に，式 (10)は連続の方

程式 (2)にそれぞれ対応しており，添字 εは PSPG法に由

来する項であることを意味する．

2.3 BTD法の導入　

本研究では高レイノルズ数流れの計算の安定化のため

に，BTD法 (Balancing Tensor Diffusivity Method)(3)を

導入する．BTD 法は時間微分項を前進差分近似によって

評価する際に Taylor 展開を 2 次の項まで考慮し，人工的

な粘性項である BTD項をナビエ・ストークス方程式に付

加する方法である．BTD項の弱形式は，∫
Ω

u∗
i,jKjkui,kdΩ (11)

と表される．ここに，K は

Kij = uiuj (12)

である．式 (11)を離散化して式 (9)に付加すると，有限要

素方程式 (9)は，

Ma−Hp+ Su+T = F (13)

となる．ここに，Tは BTD項である．

2.4 時間方向の離散化　

時間軸を一定の長さ ∆t の小区間に分割し，時刻 tn =

n∆tと tn+1 = (n+ 1)∆tに挟まれた区間に注目する．物

理量の時刻 tn における値を知って，時刻 tn+1 における値

を求めるものとして，式 (10)，(13)をそれぞれ次のように

時間方向に離散化する．

Mn+1an+1 −Hn+1pn+1

+Sn+1un+1 +Tn+1 = F (14)

Mn+1
ε an+1 + (HT)n+1un+1

+Hn+1
ε pn+1 = Fε (15)

このとき，各項の係数行列Mn+1，Hn+1，Sn+1，Tn+1

は，時刻 tn+1 における節点座標 xn+1 を中に含んでいる

ことを意味する．時間積分法の一つであるニューマークの

β 法によれば，速度と加速度の関係を

un+1 = un +∆t(1− θ)an +∆tθan+1 (16)

のように表すことができる．ここに，θ は時間積分の精度

を決めるパラメータであり，ここでは θ = 1/2とする．こ

の関係を用いて，式 (14)，(15)より un+1を消去し，さらに

加速度増分∆a = an+1−an と圧力増分∆p = pn+1−pn

を用いて整理すると，

Kn+1∆a−Hn+1∆p = F̃ (17)

Kn+1
ε ∆a+Hn+1

ε ∆p = F̃ε (18)

を得る．ここに，∆a の係数行列は，それぞれ Kn+1 =

Mn+1 +∆tθSn+1，Kn+1
ε = Mn+1

ε +∆tθ(HT)n+1 であ

る．式 (17)，(18)における各項の係数行列は，依然として

未知量 xn+1 の関数であるため，非線形代数方程式 (17)，

(18)を解くために次に述べる反復解法を用いる．

1. xn+1,∆a，∆pの初期値を設定する．

2. 式 (17)を ∆aについて解き，その結果を式 (18)に代

入すると，∆p に関する連立 1 次代数方程式を得る．

これを解いて ∆pを求める．この求解には共役勾配法

を用いる．

3. 手順 2で得られた ∆pを式 (17)に代入して ∆aを求

める．

4. ニューマークの β 法で用いられる関係式

xn+1 = xn +∆tun

+ ∆t2
[(

1

2
− β

)
an + βan+1

]
(19)

によって，節点座標を更新する．ここに，β も時間積

分の精度を決めるパラメータで，ここでは β = 1/4と

する．

5. 手順 2～4を反復する．反復回数は 4回とする．

3. 計算手法

3.1 フリーラグランジュ有限要素法の概要

本手法の計算手順は次のとおりである．

1. ある節点に注目し，その周辺にローカルな有限要素

メッシュを生成する．

2. ローカルメッシュを用いて式 (17)，(18)に対応する要

素方程式を組み立てる．

3. 要素方程式を重ね合わせ，注目した節点の方程式のみ

を全体方程式 (17)，(18)に組み込む．

4. 式 (17)，(18)を解き，すべての節点の加速度，速度，

座標，圧力を更新する．

5. 節点の追加，再配置の操作を行う．

6. 時間を ∆tだけ進めて，1の過程から繰り返す．

3.2 ローカルメッシュの生成　

フリーラグランジュ有限要素法では，流体領域に節点

（以後，これを流体節点と呼ぶ）を分布させておき，注目す

る流体節点 Pのまわりに Fig.2に示すようなローカルメッ

シュを生成する．このメッシュは流体節点 P に最も近い



Fig. 2 Local mesh of finite elements around P

節点群を用いて生成され，流体節点の移動の都度生成され

る．なお，このローカルメッシュの生成には，歪みの小さ

い三角形の生成に適したデローニの三角分割 (4) を用いる．

3.3 節点分布密度の調整　

3.3.1 節点の再配置　

節点の移動や追加，削除によって節点分布が急激に変化

したり，要素が歪むことで計算精度が低下することがある．

そこで，反復回数 k において

xn+1
P =

ne∑
e=1

xL
geAe/

ne∑
e=1

Ae (20)

max(||xn+1,(k+1)
P − x

n+1,(k)
P ||) < ε (21)

を満たすまで反復計算を行い節点分布を均一化する．ここ

に，ne は節点 P を中心節点としたローカルメッシュを構

成する要素の個数，xL
ge は要素の重心の位置ベクトル，Ae

は要素面積，εは微小量移動量であり，ε = 10−10 とする．

また，再配置後の節点 Pにおける物理量 ϕの値 ϕ′
P は次式

で計算する．

ϕ′
P = ϕP + (xn+1

P − xL
P) · ∇ϕP (22)

ここに，ϕP はそれぞれ再配置前の P における ϕ を表し，

xL
P は再配置前の Pの位置ベクトルを表す．

3.3.2 節点の追加　

流体で激しい運動が行われる部分では，節点の再配置だ

けでは節点分布密度が十分均一にならない場合がある．そ

こで，節点分布密度に応じて要素の重心または最大辺の中

点に節点を一つ追加する．まず

A =
1

NE

NE∑
e=1

Ae (23)

で平均要素面積 A を求める．ここに，NE は流体領域の

ローカルメッシュの総要素数である．この Aを用いて

a1 = Ae/A (24)

を求め，a1 > 2.0 を満たす要素を節点追加の対象とする．

さらに，要素の最大辺を底辺としたときの底辺の長さを b，

高さを hとして，

a2 = h/b (25)

を求め，a2 ≤ 0.3を満たす要素は最大辺の中点に，満たさ

ない要素は要素重心にそれぞれ節点を 1つ追加する．

4. 液柱崩壊問題の数値計算　

4.1 液体変位の実験値との比較

液柱崩壊問題を扱い，運動する液体の変位について実験

値や他の計算手法の結果との定量的な比較を行う．液柱崩

壊問題とは，長方形状の液柱が仕切り板によって支えられ

ている状態から，瞬間的に仕切り板を取り外した時に重力

の作用によって液柱が崩壊するというものである．計算モ

デルを Fig.3に示す．静止液面の横幅を L = 0.057mとす

る．レイノルズ数，フルード数はそれぞれRe = 3.27×104，

Fr = 1.0 であり，時間増分は ∆t = 10−3 である．t = 0

において液体領域に配置される節点は 5151 個，壁節点は

701個である．

Fig.4に液柱の先端位置の時間変化を，Fig.5に液柱の高

さの時間変化をそれぞれ示す．横軸は無次元時間，縦軸は

無次元距離である．図中の〇印は本計算結果，×印は越塚
(5) のMPS法による計算結果，実線はMartinら (6) の実

験値をそれぞれ表す．図より，変位は実験値と同じ変化の

傾向であり，同じラグランジュ法であるMPS法とほぼ一

致している．このことから，BTD 法による高レイノルズ

数流れの計算ができているといえる．

Fig. 3 Computational model for comparison

of the displacement

Fig. 4 Time history of the tip of the liquid column



Fig. 5 Time history of the height of the liquid column

4.2 圧力の実験値との比較

液柱崩壊問題で，壁面の衝撃圧について Lobovsky(7) の

実験値との定量的な比較を行う．計算モデルを Fig.6に示

す．静止液面の横幅を L = 0.6m とする．レイノルズ数，

フルード数はそれぞれ Re = 1.12 × 106，Fr = 1.0 であ

り，時間増分は∆t = 10−3 である．t = 0において液体領

域に配置される節点は 1681個，壁節点は 348個である．

Fig. 6 Computational model for comparison

of the pressure

Fig. 7 Time history of the pressure at P

Fig.7に点 Pでの圧力の時間変化を示す．横軸は無次元

時間，縦軸は無次元圧力である．水が右固体壁に衝突した

ときの衝突圧を得ることができている．また，圧力の振動

は生じているが，全体としては実験値のように圧力が減衰

する傾向を確認できる．以上から，BTD 法が機能し高レ

イノルズ数の計算が行えるようになったといえる．

5. 結論
高レイノルズ数流れの計算のために BTD法に基づく人

工的な粘性項を導入し，実験と同じ高レイノルズ数の条件

での解析が行えるフリーラグランジュ有限要素法を構築し

た．構築した手法で液柱崩壊問題を計算し，液体変位と圧

力についてそれぞれ実験値や他の計算手法との比較による

定量的な精度検証を行い，良好な結果を得ることができた．
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