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本論文は，Carmichael によって [1]において示された，2階における Lucas数列の可除性について得られた結
果についてまとめた総合報告である．Lucasは Lucas数列の可除性について研究を進め，lois de l’apparition et la

répétition と彼が名付けた基本的な定理を示した．その後も次々に関連する研究がなされ続けている．最近，諏
訪はこれまでに展開された議論を見直し，群スキームの理論を援用して n階の Lucas数列がもつ一般的な可除性
を提示した．Carmichaelは 2階の場合における Lucas数列の特殊な可除性についてを述べている．

1 n階の Lucas数列の一般的な可除性
初めに，先行研究で扱われている n階における Lucas数列の可除性について述べる．この先行研究は主に諏訪

[3]，[4]，[5]に依る．

記号 1.1. Rを可換環，P (t) = tn − P1t
n−1 − · · · − Pn−1t− Pn ∈ R[t]とする． このとき, RN の部分集合 L(P,R)

を

L(P,R) = {(wk)k≥0 ∈ RN ; 各 k ≥ 0に対して wk+n = P1wk+n−1 + · · ·+ Pn−1wk+1 + Pnwk が成立する }

によって定義する． 特に, L0 = . . . = Ln−2 = 0, Ln−1 = 1によって定義される L(P,R)の元 L = (Lk)k≥0 を P (t)

に伴う Lucas数列という．

定義 1.2. P (t) ∈ Z[t], (Lk)k≥0 を P (t)に伴う Lucas数列とし, mを整数 ≥ 2とする．

Lk ≡ · · · ≡ Lk+n−2 ≡ 0 mod m

となるような最小の正の整数を，もし存在すれば，Lucas 数列 (Lk)k≥0 の m を法とする rank といい，r(m) で
表す．

定義 1.3. P (t) ∈ Z[t]，(Lk)k≥0 を P (t)に伴う Lucas数列とし，mを整数 ≥ 2とする．

Lk ≡ · · · ≡ Lk+n−2 ≡ 0 mod m, Lk+n−1 ≡ 1 mod m

となるような最小の正の整数を，もし存在すれば，Lucas数列 (Lk)k≥0 の mを法とする periodといい，k(m)で
表す．

定理 1.4. P (t) ∈ Z[t], (Lk)k≥0 を P (t)に伴う Lucas数列とし，mを整数 ≥ 2とする．このとき，(m,Pn) = 1な
らば，(Lk)k≥0 のmを法とする rank r(m)および period k(m)が存在する．さらに，θを Z[t]/(P (t))における tの
像とすれば，次が成立する．

(1) k(m) = [θ の GP (Z/mZ)における位数]
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(2) r(m) = [θ の G(P )(Z/mZ)における位数]

例 1.5 (Lucasの lois de l’apparition et la répétition I). P,Qを整数 ̸= 0，(Lk)k≥0 を (P,Q)に伴う Lucas数列と
し，pを素数 > 2とする．このとき，p ∤ Qなら (Lk)k≥0 の pを法とする rank r(p)が存在する．さらに，Lk ≡ 0

mod p ⇔ r(p)|k．また，D = P 2 − 4Qとおくと，次が成立する．

(1)

(
D

p

)
= 1なら，r(p)|(p− 1)．

(2)

(
D

p

)
= −1なら，r(p)|(p+ 1)．

例 1.6 (Lucasの lois de l’apparition et la répétition II). P,Qを整数 ̸= 0，(Sk)k≥0 を (P,Q)に伴う同伴 Lucas数
列，pを素数 > 2とし，p ∤ Qと仮定する．このとき，Sk ≡ 0 mod pとなるような k が存在する ⇔ 2|r(p)．

命題 1.7. P (t) = tn − P1t− · · · − Pn−1t− Pn ∈ Z[t] (Pn ̸= 0)，pを素数 > 2，N を正の整数とし，(p, Pn) = 1と
仮定する．また，ν = ordpLr(p) とおき，ν′ を Lk(p) ≡ 0 mod pν

′，Lk(p)+1 ≡ 1 mod pν
′ となるような最小の正の

整数とする．このとき，次が成立する．

(1) ν = ordpLk(p)

(2) r(pN ) =

r(p) (N ≤ ν)

pN−νr(p) (N > ν)

(3) k(pN ) =

k(p) (N ≤ ν′)

pN−νk(p) (N > ν′)

(4) Lk(p)+1 ≡ 1 mod pν なら，ν′ = ν

2 Carmichaelの仕事
ここからは，Carmichael[1] によって示された，2 階の場合における Lucas 数列の特別な可除性について述べ

る．まずは 2階の Lucas数列の定義を再記する．

定義 2.1. P,Q ∈ Zとし，p ̸= 0, Q ̸= 0, (P,Q) = 1と仮定する．二階線形差分方程式
L0 = 0, L1 = 1, Ln+2 − PLn+1 +QLn = 0

によって定義される数列 Ln を，(P,Q)に伴う Lucas数列という．二階線形差分方程式
S0 = 2, S1 = P, Sn+2 − PSn+1 +QSn = 0

によって定義される数列 Sn を，(P,Q)に伴う同伴 Lucas数列という．

公式 2.2 (Binetの公式). D = P 2 − 4Q ̸= 0と仮定し，α, β を二次方程式 z2 − Pz + Q = 0の解とする．このと
き，n ≥ 0に対して，次が成立する．

Ln =
αn − βn

α− β
= αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1

Sn = αn + βn

例 2.3. (1) P = 1, Q = −1に伴う Lucas数列は Fibonacci数列に他ならない．(Fn+2 = Fn+1 + Fn)

Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n}
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(2) P = 2, Q = −1に伴う Lucas数列は Pell数列に他ならない．(Pn+2 = 2Pn+1 + Pn)

Pn =
1

2
√
2

{
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n
}

以下，α, β は公式 2.2で定義したものとする．

記号 2.4 (円分多項式). nを正の整数とし，ζ = e2πi/n とおく．Φn(X,Y ) ∈ Zを

Φn(X,Y ) =
∏

1≤k≤n
(k,n)=1

(X − ζkY )

によって定義する．このとき，
Xn − Y n =

∏
d|n

Φd(X,Y )

が，さらに，
Φn(X,Y ) =

∏
d|n

(Xd − Y d)µ(n/d)

が成立する．ここで，整数 n ≥ 1に対し，µ(n)はMöbius関数

µ(n) =


1 n = 1

(−1)r n = p1p2 · · · pr (p1, p2, · · · prは相異なる素数)

0 nが平方因子をもつ
を表す．

Carmichaelは 2階の Lucas数列がこの円分多項式を用いて表すことができることを発見し，様々な可除性を見
出してきた．

公式 2.5.

Ln =
∏
d|n
d ̸=1

Φd(α, β)

Sn =
∏
d|2n
d∤n

Φd(α, β)

定理 2.6. ν が nの約数のとき，Lν |Ln で，
Ln

Lν
=
∏
d|n
d∤ν

Φd(α, β)

さらに，n

ν
が奇数ならば，Sν |Sn で，r = ord2nとおくと，

Sn

Sν
=
∏
d|n
d∤ν

Φ2r+1d(α, β)

が成り立つ．

定理 2.7.
(Lm, Ln) = L(m,n)

さらに， m

(m,n)
と n

(m,n)
がともに奇数ならば，

(Sm, Sn) = S(m,n)
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3 primitive factor

素数による Lucas 数列の可除性について，Carmichael は characteristic factor というものを定義して議論をし
た．この characteristic factorを新たに primitive factorとして読み換えて得られた結果を述べていく．

定理 3.1. nを整数 ≥ 2，pを素数とし，(p,Q) = 1と仮定する．このとき，次の条件は同値．

(a) r(p) = n．
(b) p|Ln，また，1 ≤ k < nに対して p ∤ Lk．
(c) p|Φn(α, β)で r(p) = n．
(d) p|Φn(α, β)，また，2 ≤ k < nに対して p ∤ Φk(α, β)．

系 3.2. nを整数 ≥ 2，pを素数とし，(p,Q) = 1と仮定する．このとき，次の条件は同値．

(a) r(p) = 2n．
(b) p|Sn，また，1 ≤ k < nに対して p ∤ Sk．
(c) p|Φ2n(α, β)で r(p) = 2n．

定義 3.3. nを整数 ≥ 2，pを素数とする．定理 3.1の同値な条件が成立するとき，pは Ln, Φn(α, β)の primitive

factorであるという．系 3.2の同値な条件が成立するとき，pは Sn の primitive factorであるという．

定理 3.4. (1) Φn(α, β)の primitive factorは Ln の primitive factor．
(2) Φ2n(α, β)の primitive factorは Sn の primitive factor．

定理 3.5. α, β ∈ R，n ̸= 1, 2, 6のとき，n = 12, P = ±1, Q = −1の場合を除いて Lnは少なくとも 1つの primitive

factorをもつ．

定理 3.6. α, β ∈ R，n ̸= 1, 3のとき，n = 6, P = ±1, Q = −1の場合を除いて，Sn は少なくとも 1つの primitive

factorをもつ．
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