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1 序論

人間の死亡数や事故発生数等，ある現象が一定時間

内に起こった回数を数え上げたデータのことをカウン

トデータと呼ぶ．カウントデータが従う分布として，

Poisson分布は代表的な分布の一つであり, 製品の製造

過程の不良品の個数の調査などで用いられている [8]．

さらに,新薬開発の臨床試験においても用いられ [10],例

として, ある一定期間内での発作の回数などに Poisson

分布が仮定される場合が多い.しかし, Poisson分布に

は平均と分散が等しくなるという強い制約があり, 過小

分散, 過分散を表現することが出来ない.

過小分散, 過分散を表現できる Poisson 分布として

Conway-Maxwell-Poisson 分布（以下，COM-Poisson

分布と記載する）が導出された [2]．COM-Poisson分

布は, Poisson分布を一般化したモデルあることに加え

て, 二項分布, 幾何分布を含む. また，競合リスクの数

を COM-Poisson 分布と仮定した cure rate model の

研究が盛んであることが知られている [1][5][9]. しか

し，COM-Poisson分布は正規化定数が無限級数によっ

て表現されており，計算が極めて困難である．そのた

め，ラプラス近似, 回帰, 有限和による近似等によって，

正規化定数の計算を回避する手法が提案されている．し

かし，ラプラス近似は特定の範囲でしか有効ではなく

[10]，回帰による方法は共変量が無い場合，適用するこ

とが出来ない [1][5][9]. また, 有限和による打ち切りは,

ζ = λ
1
ν (λ > 0は尺度パラメーター, ν ∈ Rは形状パラ

メーター)の値が大きいとき, 打ち切り誤差が大きくな

り, 近似精度が悪くなると [4]で指摘されている.

そこで，本研究では COM-Poisson 分布の計算が極

めて困難である無限級数を回避したパラメータ推定方

法を 3つ提案する. 提案手法 1では, 条件付き最尤法を

提案する [11]. また, 提案推定量の存在性と一意性につ

いての定理を与える.さらに ν の条件付き尤度関数の,

strictly log-concavityに関する定理も与える. また, シ

ミュレーションにより, 提案法は, 従来の最尤法よりも

bias, RMSEにおいて推定精度が高いことも示す. 提案

手法 2では, Reversed Hazard Functionを用いた最小

二乗法を提案する. 提案手法 3では, COM-Binomial分

布を競合リスクの数に当てはめた時の cure rate model

の最尤法を提案する.さらに, 提案手法 1, 2, 3に対し

て, 実データへの適用を行う.

2 提案手法

本研究では, COM-Poisson分布の計算が極めて困難

である無限級数を回避したパラメータ推定方法を 3つ

提案する.

2.1 提案手法 1: 条件付き最尤法

提案手法 1では ν と, λの十分統計量に基づく, 条件

付き最尤法を提案する [11]. また, ν と λの提案推定量

の存在性と一意性についての定理を与える. さらに ν

の条件付き尤度関数の, strictly log-concavity に関す

る定理も与える. これらの定理は, ２分法のような頑健

法だけでなく, １次導関数を用いた最適化手法により,

唯一の最適解を求めることができることを保証する.

2.1.1 ν の条件付き尤度関数と推定量の存在性と一

意性

確率変数 Xi
i.i.d.∼ CMP (λ, ν), i = 1, . . . , n のとき,

S1 = s1 の下での条件付き尤度関数は以下である.

ただし, S1 =
∑n

i=1 Xi , s1 =
∑n

i=1 xiであり, xiは確

率変数Xi の実現値である.

Lx|s1 (ν) = P (X1 = x1, · · · , Xn−1 = xn−1|S1 = s1)

=

(
s1

x1, . . . , xn

)ν /
C, (1)

C =

s1∑
z1=0

· · ·
s1−

∑n−2
i=1 zi∑

zn−1=0

(
s1

z1, . . . , zn

)ν

.

定理 1 ν ∈ R, xi ∈ N0 = N ∪ {0}, i = 1, . . . , n,x =

(x1, . . . , xn), n ∈ N \ {1}について, s1 =
∑n

i=1 xi が与

えられた下での ν の条件付き尤度方程式の解は, 条件



1, 条件 2場合を除いて, 一意に存在する．

条件 1のとき，ν の条件付き尤度方程式の解は∞に発
散する．

条件 2のとき，ν の条件付き尤度方程式の解は −∞に
発散する．　

条件１：x = arg max
(z1,...,zn)∈D(s1)

log

(
s1

z1, . . . , zn

)
D(s1) = {(z1, . . . , zn) ∈ Nn

0 :
∑n

i=1 zi = s1} .

条件２：n− 1個の観測値 xi が 0である.

定理 2 ν ∈ R, xi ∈ N0, i = 1, . . . , n,x =

(x1, . . . , xn), n ∈ N\{1}について , s1 =
∑n

i=1 xi が与

えられた下での νの条件付き尤度関数は，strictly log-

concavityである．

2.1.2 λの条件付き尤度関数及び推定量の存在性と一

意性

Xi
i.i.d.∼ CMP (λ, ν), i = 1, . . . , n, のとき, S2 = s2

の下での条件付き尤度関数は以下である.

ただし, S2 =
∏n

i=1 Xi, s2 =
∏n

i=1 xi,であり, xi は確

率変数Xi の実現値である.

Lx|s2 (λ) = P (X1 = x1, · · · , Xn−1 = xn−1|S2 = s2)

= 1
/ ∑

z∈Ωn(s2)

λ
∑n

i=1 zi−
∑n

i=1 xi . (2)

ただし, Ωn(s2) = {(z1, . . . , zn) ∈ Nn
0 :

∏n
i=1 zi! = s2}

定理 3 λ > 0,x = (x1, . . . , xn), xi ∈ N0, i =

1, . . . , n, n ∈ N \ {1} について, s2 =
∏n

i=1 xi が与

えられた下での λの条件付き尤度方程式の解は，条件

1，条件 2場合を除いて，一意に存在する．

条件 1のとき，λの尤度方程式の解は∞に発散する．
条件 2のとき，λの尤度方程式の解は 0になる．

条件１:x = arg max
z∈Ωn(s2)

n∑
i=1

zi,

条件２：x = arg min
z∈Ωn(s2)

n∑
i=1

zi,

2.2 提案手法 2: Reversed Hazard Func-

tionを用いた最小二乗法

提案手法 2では, Reversed Hazard Functionを用い

た最小二乗法を提案する.

COM-Poisson 分布の Reversed Hazard Func-

tion(discrete)は, 以下のようになる.

rCOM (t) =
fCOM (t)

FCOM (t)
=

λt

(t!)ν∑
j:tj≤t

λtj

(tj !)ν

, t = 0, 1, . . . (3)

ただし, fCOM (t), FCOM (t) はそれぞれ COM-

Poisson分布の確率関数と累積分布関数を表す.

また, COM-Poisson 分布の Cumulative Reversed

Hazard Functionは以下のように与えられる.

RHCOM (t) =
∑

j:tj≤t

rCOM (tj), t = 0, 1, . . .

時刻 t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn と, 各時刻に対応する故障

数 f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fn(カウントデータ) が与えられた

とき, Nelson-Aalen推定値に基づく Reversed Hazard

Function(R̂Hnp(t))は以下のように与えられる.

R̂Hnp(t) =
∑
i:ti≤t

fi
ni

, i = 1, 2, . . .

ただし, ni =
∑

i:ti≥t fi.

最小二乗推定量は, 以下のように与えられる.

θ̂ = argmin
θ

n∑
i=1

(
RHCOM (ti)− R̂Hnp(ti)

)2

, (4)

ただし, θ = (λ, ν).

2.3 提案手法3: COM-Binomialを競合リ
スクの数に当てはめた時の cure rate

modelの最尤法

提案手法 3では, COM-Binomial分布を競合リスク

の数に当てはめた時の cure rate modelの最尤法を提案

する.

n組のイベントが起こるまでの時間, 右打ち切りを示

す変数 (t1, δ1), ...., (tn, δn)が与えられた下で, 競合リ

スクの数にCOM-Binomial分布を当てはめた時の cure

rate modelの対数尤度関数は以下のようになる.

l (θ) = −n1 log(γ1)−
n∑

i=1

δi log(ti) +
n1 log(γ2)

γ1

+
1

γ1

n∑
i=1

δi log(ti) +A−B (5)



ただし,

A =
∑n

i=1 δi log

(∑r
m=0 m

( r
m

)ν (
exp(−(γ2ti)

1
γ1 ) exp (xiβ)

)m)
B =

∑n
i=1 δi log

(∑r
m=0

( r
m

)ν (
exp(−(γ2ti)

1
γ1 ) exp (xiβ)

)m)
ただし, rは競合リスクの数を表し, θ = (β, γ1, γ2, ν),

n1 =
∑n

i=1 δiである.さらに, xiは共変量を表し, βは

回帰係数ベクトルを表す.また, 本研究では, 従来研究

[8]と同様に, 生存関数をWeibull分布として右打ち切

りを仮定している.

3 評価

ここでは, 提案手法 1と, 有限和による近似を用いた

最尤法について, シミュレーションによる評価を行う.

なお, 本研究での有限和による近似を用いた最尤法はR

のパッケージ “compoisson”[6]を用いる. サンプルサイ

ズ n = 5, 7, 10, λ = 0.5, 1.0, 1.5, ν=0.5, 1.0, 1.5の設定

で bias, RMSE, 解が得られる割合を求める. また, シ

ミュレーションの実行回数は 1000回とした.

表 1, 2より, biasは λ, ν 共に最尤法よりも, 条件付

き最尤法の方が低いことがわかる, 表 3, 4から, RMSE

は λは最尤法よりも, 条件付き最尤法の方が低く, ν は

ほぼ同等であることがわかる. また, 図１より, 最尤法

よりも, 条件付き最尤法の方が解が得られる割合が高い

ことが分かる.

表 1: ν の bias

ν=0.5, λ=0.5 ν=1.0, λ=1.0 ν=1.5, λ=1.5

ML Prop. ML Prop. ML Prop.

n = 5 0.681 0.101 0.607 0.016 0.389 -0.193

n = 7 0.731 -0.016 0.738 0.141 0.623 0.134

n = 10 0.666 0.186 0.587 0.187 0.702 0.252

表 2: λの bias

ν=0.5, λ=0.5 ν=1.0, λ=1.0 ν=1.5, λ=1.5

ML Prop. ML Prop. ML Prop.

n = 5 0.411 0.348 0.730 -0.285 0.713 -0.588

n = 7 0.302 -0.017 -0.851 -0.249 1.091 -0.576

n = 10 0.212 -0.132 0.540 -0.376 0.997 -0.736

表 3: ν の RMSE

ν=0.5, λ=0.5 ν=1.0, λ=1.0 ν=1.5, λ=1.5

ML Prop. ML Prop. ML Prop.

n = 5 1.068 0.925 1.138 1.101 1.077 1.100

n = 7 1.137 1.165 1.281 1.166 1.310 1.109

n = 10 1.091 1.449 1.175 1.033 1.961 1.122

表 4: λの RMSE

ν=0.5, λ=0.5 ν=1.0, λ=1.0 ν=1.5, λ=1.5

ML Prop. ML Prop. ML Prop.

n = 5 0.906 0.811 2.202 0.849 2.267 1.096

n = 7 0.998 0.450 2.195 0.861 2.536 1.131

n = 10 0.561 0.301 1.502 0.737 2.762 1.093

(a) ν=0.5, λ=0.5 (b) ν=1.0, λ=1.0 (c) ν=1.5, λ=1.5

図 1: 解が得られる割合

4 実データへの適用

4.1 カートンデータへの適用

ここでは, 提案手法 1と, 有限和による近似を用いた

最尤法について,カートンデータ [8]の適用を行う. カー

トンデータは 10個の観測値があり，それぞれの観測値

は航空機が目的地に到着するまでにプラスチックの容

器を輸送した回数を示す. KS検定統計量によって, 条

件付き最尤法と無限級数での有限和に基づく最尤法の

データの当てはまりの評価, 比較を行った. 表 5より,

KS検定統計量のから, 最尤法よりも条件付き最尤法の

方が当てはまりが良いことが分かる. また, 図 2, 3より

定理 1, 2, 3が成立していることが分かる.

表 5: カートンデータの ν̂, λ̂ 及び KS検定統計量
ν̂ λ̂ KS

提案手法 (条件付き最尤法) 0.687 0.766 0.0637

無限級数での有限和に基づく最尤法 0.888 0.937 0.0646

図 2: ν の条件付き対数

尤度

図 3: λの条件付き対数

尤度

4.2 白血病データへの適用

ここでは,提案手法 2に対し,白血病患者のデータセッ

ト [3]の適用を行う. このデータは, サンプルサイズ 21

のデータセットであり, プラセボ群と投薬群の白血病

の寛解状態から再発時間 or打ち切りまでの時間（週）

が観測されている. 本研究では, プラセボ群のデータの

みを使用している.図 4から, 提案法による生存関数が

Kaplan-Meier曲線と比較しても, 遜色ないことが確認

出来る.



　

図 4: 最小二乗法に基づく生存関数及び Kaplan-Meier

曲線

4.3 ぶどう膜黒色腫データへの適用

ここでは, 提案手法 3と, COM-Poisson分布を競合

リスクに当てはめた時の cure rate modelの最尤法につ

いて, 対数尤度による比較を行う. 今回用いる実データ

は,サンプルサイズ 63のぶどう膜黒色腫のデータセット

[5]であり, 黒色腫が転移するまでの時間 or打ち切りま

での時間（月）が観測されている. また, 共変量は性別

(男性=39人, 女性=24人)である. COM-Poisson分布

の正規化定数は有限和による近似を行う.COM-Poisson

分布による cure rate modelのパラメータの同時推定

は, 正規化定数の計算に非常に時間がかかるため, 従来

研究 [8]と同様に, プロファイル尤度を用いたパラメー

タ推定を行う. COM-Binomial分布を当てはめた時の

競合リスクの数 r はそれぞれ 1から 20まで値を指定

し, パラメータ推定を行う. 表 6から, 競合リスクの数

r = 3のときの COM-Binomial(COMB)を当てはめた

時の対数尤度が最も高く, COM-Poisson(COMP)を当

てはめた時の対数尤度よりも高くなっていることが分

かる.

表 6: ぶどう膜黒色腫データを当てはめた時のパラメー

タの推定値及び対数尤度

γ0 γ1 β0 β1 ν 対数尤度

COMB
r=2

0.982 0.022 0.445 -0.389 0.640 -182.7463

COMB
r=3

0.971 0.019 0.062 -0.356 0.593 -182.7204

COMB
r=4

0.961 0.023 -0.797 -0.413 1.230 -182.7408

COMP 1.002 0.030 1.316 -0.422 ∞ -182.8054

5 結論と今後の課題

本研究では，COM-Poisson分布の計算が極めて困難

である無限級数を回避したパラメータ推定方法を 3つ

提案した. 提案手法 1に関して, 提案推定量の存在性と

一意性に関する定理を与えた．さらに νの条件付き尤度

関数の, strictly log-concavityに関する定理も与えた.

これらの定理は, ２分法のような頑健法だけでなく, １

次導関数を用いた最適化手法により唯一の最適解を求

めることができることを保証する. また, カートンデー

タによる評価について, KS検定統計量の観点から, 提

案手法の方が, 有限和による近似を用いた最尤法よりも

データの当てはまりが良いことが分かった.シミュレー

ションの結果から, 解が得られる割合, bias, RMSEの

観点において,提案法が,最尤法より,推定精度が優れて

いることが分かった. 提案手法 2に関しては, Reversed

Hazard Functionを用いた最小二乗法を提案した. 提案

手法 3に関して, COM-Binomial分布を競合リスクに

当てはめた時の cure rate model の最尤法を提案した.

今後の課題として, 提案手法 1の, データサイズが大

きいときの, 計算爆発問題の解決である.提案手法 2で

は, Reversed Hazard Function に基づく一般化最小二

乗法の構築である.また, 提案手法 3では, EMアルゴ

リズムを用いた競合リスクの数 rを含んだ同時推定で

ある.
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