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Abstract

この講義録では，[2]のレクチャーノートに基づき，Brascamp-Lieb
inequalityが convex geometryの文脈でどのように応用されるか，特
に凸集合の volume ratio estimate と逆向きの等周不等式への応用を
紹介する．また，主題である Brascamp-Lieb inequalityおよび，その
reverse versionの証明も与える．ここで用いる証明手法は F.Bartheに
よるmass-transportationによる手法を用いた証明である．
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前書き

この講義録は中央大学で２０２１年に実施した集中講義の講義録である．
積分に関係する不等式は基本的なものであり，多くの解析学の授業で扱う
基本的なものである。その中の多くの不等式は定数が最良であり、改良の
余地がないものが多い。さらには等号成立条件も詳細に調べられており，
その等号成立条件が幅広い範囲で応用されていることは周知の事実であ
る。しかしながら，背景となる測度空間が特殊な場合は不等式に現れる定
数が改良されることは比較的よく知られており，１９７２年のヤングの不
等式の定数などは非常に有名な定数である。これらがフーリエ変換と関連
していることも興味深い。近年になって，偏微分方程式に現れる半群との
関連が取りざたされて，幾何学，微分方程式など測度論以外の分野との関
連が注目されるようになった。特に熱方程式を扱い，熱方程式からどのよ
うにして不等式を導き出すのかに着眼していただきたい。本書では，基本
となる不等式の背景にはどのようなものがあるかを考え，さらにそれが幾
何学などの基本的な問題につながっているかを解説する。特に，面積が一
定の図形の周の長さが最短になるような図形がどうして円周になるのかと
いった問題やその関連しているなどが，本書で書かれている不等式からど
のように導かれるのかを見ていただけると幸いである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2022年11月12日

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　澤野嘉宏
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1 記号

この講義録で用いる記号のリストを与える．

• Sn−1 = {ω ∈ Rn : |ω| = 1}を単位球面とする．
• （ラドン変換）(ω, t) ∈ Sn−1 × Rに対し，

π(ω, t) := {x ∈ Rn : x · ω = t}

によって n − 1次元平面が定まる．この対応で Sn−1 × Rと n − 1次元
平面全体の集合Mn−1,nが一対一対応する．これを踏まえ，f : Rn → C
に対し，そのラドン変換を

Rf(π) = Rf(ω, t) :=

∫
π

f :=

∫
Rn

f(x)δ(x · ω − t) dx, π ∈ Mn−1,n

で定める．
• （Minkowski addition）∅ 6= A,B ⊂ Rn, λ1, λ2 ∈ Rに対し，

λ1A+ λ2B := {λ1x+ λ2y ∈ Rn : x ∈ A, y ∈ B}.

• 1 ≤ p ≤ ∞に対し，

Bn
p := {x ∈ Rn : ‖x‖pℓp :=

n∑
i=1

|xi|p ≤ 1}.

特に Bn
2 は通常の単位球で，Bn

∞は単位立方体である．
• (測度)通常の n次元ルベーグ測度による体積を | ⋆ |Rn で表す．特に文
脈から次元が明らかな場合は | ⋆ |と略記する．

• (Surface measure) 有界集合K ⊂ Rnに対し，その表面積を

sur (K) := lim
ε→0

|K + εBn
2 |Rn − |K|Rn

ε

で定める．この定義のもとで，
sur (Bn

2 ) = n|Bn
2 |Rn (1.1)

の関係があることに注意する．
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• Section 3では，convex bodies K, K̃に対し，∃T : affine map s.t. K̃ =
T (K), |K| = |K̃|が成立するとき，Kと K̃を同一視する．この同一視
の下での，surface measureを便宜的に

sur∗ (K) := inf{suf (T (K)) : T : affine transform s.t. |T (K)| = |K|}
(1.2)

で定める．
• E ⊂ Rnが ellipsoidであるとは，

∃T : affinemap s.t.E = T (Bn
2 )

つまり，Euclidian ballの affine imageとして表される図形とする．
• E(K)が convex body Kのmaximal ellipsoidであるとは，

E(K) ⊂ K, |E(K)|Rn = max {|E|Rn : E: ellipsoid ⊂ K}

が成立することを言う．
• K ⊂ Rn: convex bodyに対し，∂K で K の境界を表す．また，この
maximal ellipsoidを用いてKの volume ratioを

vr(K) :=
|K|Rn

|E(K)|Rn

で定める．
• u, v ∈ Rnに対して，線形写像を

|u〉〈v| : Rn 3 x 7→ (v · x)u

で定める．また，|u〉と 〈v|もそれぞれ線形写像

|u〉 : R 3 t 7→ tu ∈ Rn, 〈v| : Rn 3 x 7→ v · x ∈ R

として理解する．このとき，L = 〈v|と明示的に書けば，その双対が

L∗ = |v〉

になっていることが確認できる．
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• 実 n× n-行列 M に対し，quadratic form Q = QM : Rn → Rは
Q(x) := 〈x,M(x)〉

で定まるものとする．逆にquadratic form Qが先に与えられた場合，対
応する行列をMQで表す．

• quadratic form Qに対しても，detを定めておく:

det (Q) := det (MQ).

• 実 n× n-行列 M が positive-definiteであるとは，
QM(x) > 0, ∀x ∈ Rn \ {0}

が成立することを言う．なおこれは，Mのすべての固有値> 0と同値．
したがって特に，det (M) > 0．

• quadratic form Q : Rn → Rに対して，その dual quadratic formを
Q∗(x) := sup

y∈BQ

|〈x, y〉|2, BQ := {y ∈ Rn : Q(y) ≤ 1}, (x ∈ Rn)

で定める．のちに見るように，例えばMQが symmetric positive-definite
であれば，y ∈ BQ で sup を達成するものがあり，実際に Q∗(x) は
quadratic formであることがわかる．
典型的には，λ1, . . . , λn > 0として (MQ)ij = λiδi,j: 対角行列にとれば，
BQはそれぞれの軸の長さが λiで決まる楕円．

• (Gaussian input)

S+(Rn) := {A : n× n−matrix s.t. symmetric and positive definite}

とおき，A ∈ S+(Rn)に対して，
gA(x) := e−⟨x,A(x)⟩.

なお，このとき， ∫
Rn

gA(x) dx =

√
πn

det (A)
. (1.3)

また，A = (Aj)
m
j=1 ∈

∏m
j=1 S+(Rnj)に対して，
gA = (gA1 , . . . , gAm)

と書くこともある．
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• (写像の微分) fi : Rn → Rを各成分に持つ写像F : Rn 3 (x1, . . . , xn) →
(f1(x), . . . , fk(x)) ∈ Rkに対し，その微分 dF : Rn → n × k−matrices
は

dF (x) :=


∂1f1(x) ∂2f1(x) · · · ∂nf1(x)
∂1f2(x) ∂2f2(x) · · · ∂nf2(x)

...
...

. . .
...

∂1fk(x) ∂2fk(x) · · · ∂nfk(x)

 , (x ∈ Rn)

で与えられる．
• (gradientとHessian) ϕ : Rn → Rに対し∇ϕ : Rn → Rnと∇2ϕ : Rn →
n× n−symmetricmatricesは

∇ϕ(x) := (∂1ϕ(x), . . . , ∂nϕ(x)), ∇2ϕ(x) = (∇2ϕ(x))ij = (∂i∂jϕ(x))ij.

なお，以下に注意：
d(∇ϕ)(x) = ∇2ϕ(x).
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2 Brunn-Minkowski, Prékopa-Leindler, 及び
isoperimetric inequality

このセクションの目標は以下の一連の不等式の関係性を見ることである．
Prekopa− Leindler inequality ⇒ Brunn−Minkowski inequality (2.1)

⇒Brunn′s theorem about convex body, Isoperimetric inequality.

以下ではモチベーションから辿っていくべく，右から左の順で紹介する．

2.1 Brunn’s theoremとBrunn-Minkowski inequality

問題意識を考えるためまずは，n = 2次元で次の例を考える．
Example 2.1. まずは，最も基本的な幾何的対象である閉円板K = B2

2から
考察を始める．

• B2
2を縦にスライスして，そのスライス面の長さを考える：

v(r) := length of B2
2 ∩ {(r, y) ∈ R2 : y ∈ R}.

• この場合は図を描けば明らかに，

v(r) =

{
(1− r2)

1
2 (r ∈ [−1, 1]),

0 (r /∈ [−1, 1]).

• この v(r)は概形を書けばわかるように，[−1, 1]上で concaveつまり，
v((1− α)r1 + αr2) ≥ (1− α)v(r1) + αv(r2) (2.2)

が各 α ∈ [0, 1]と r1, r2 ∈ supp(v) に対して成り立つ．

さて，このノートの基本理念は，“球に対して成立する凸幾何的な性質は，一
般の凸体に対しても成立するであろう”というものである1．この理念に基づ

1なお，このノートの後半では，関数不等式を考えていくことになるが，そこではこの基
本理念は “ガウシアンに対して成立する関数不等式は，一般の正値可積分関数に対しても成
立するであろう”というものになる．
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くと，次の問いが自然に生じてくる：一般の convex body Kに対しても，ス
ライス面の長さ v(r) : R → R≥0を以下の要領で定める．すなわち，

v(r) := length ofK ∩ {(r, y) ∈ R2 : y ∈ R}.

このとき，v(r)はその support上で，concaveか？この問題に対する解答は
YESとなる：
Theorem 2.2. K ⊂ R2, closed convexに対し，関数 v(r)はその supportの
上で concave．

これは直感的に明らかかもしれないが，一応証明を与える．

Proof. 仮に関数vが concaveでなかったとして，つまり∃α∗ ∈ (0, 1), ∃r∗1, r∗2 ∈
supp(v) s.t.

v((1− α∗)r∗1 + α∗r∗2) < (1− α∗)v(r∗1) + αv(r∗2) (2.3)

が成立したとして矛盾を導く．

まず，K ∩ {(r∗1, y) : y ∈ R}は y軸に並行な線分なので

K ∩ {(r∗1, y) : y ∈ R} = {(r∗1, y) : y ∈ [yd1 , y
u
1 ]}

と書ける．同様に

K ∩ {(r∗2, y) : y ∈ R} = {(r∗2, y) : y ∈ [yd2 , y
u
2 ]}

と書ける．そこで

yuα∗ := (1− α∗)yu1 + α∗yu2 , ydα∗ := (1− α∗)yd1 + α∗yd2

と定め，また rα∗ := (1− α∗)r∗1 + α∗r∗2とおき，2点

P u
α∗ := (rα∗ , yuα∗), P d

α∗ := (rα∗ , ydα∗)

を取る．すると，この 2点がKの convexityに矛盾する．というのも，これ
らの記号の下で，vの定義より

v(r∗1) = yu1 − yd1 , v(r∗2) = yu2 − yd2
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なので仮定 (2.3)から

v(rα∗) = v((1− α∗)r∗1 + α∗r∗2)

<
(
1− α∗)(yu1 − ud

1) + α∗(yu2 − yd2)

=
(
(1− α∗)yu1 + α∗yu2

)
−
(
(1− α∗)yd1 + α∗yd2

)
= yuα∗ − ydα∗ .

他方で，Kの convexityより, P u
α∗ , P d

α∗ ∈ K，したがって線分 ℓ(P u
α∗ , P d

α∗) ⊂ K
となり特に ℓ(P u

α∗ , P d
α∗)は y軸に並行な線分であることを踏まえると

length of ℓ(P u
α∗ , P d

α∗) ≤ v(rα∗).

ところで，明らかに

length of ℓ(P u
α∗ , P d

α∗) = yuα∗ − ydα∗

なので，これは矛盾である．

Brunnはこの性質が高次元でも成立するかどうかに興味があった．つまり，
K ⊂ Rnに対して，関数vをKのn−1次元スライスにより定めその concavity
を調べたいというわけである．ここで，問題を正確に述べるのに，ラドン変
換を使うと幾分すっきりするように思えるので，まずExample 2.2を次のよ
うに言い換える．すなわち，K ⊂ R2, convexに対し，

v(r) := R[1K ](e1, r), r ∈ R

と定めたとき，v(r)は concave．なお，本稿ではこのラドン変換に慣れてい
る必要はなく，素朴に n− 1次元平面でのスライスを考えていると思えば十
分である．

問題� �
K ⊂ Rn, convexに対し，

v(r) := R[1K ](e1, r), r ∈ R

と定めたとき，v(r)は concaveか？� �
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解答� �
実はこの問題への解答はネガティブになる．すなわち，n ≥ 3なら関数 v
が concaveにならない convex set K ⊂ Rnが存在する．
Example 2.3. n ≥ 3として，

K = cone := {(x1, x
′) ∈ Rn : x1 ∈ [0, 1], |x′| ≤ |x1|}

とすると，
v(r) = R[1K ](e1, r) = cnr

n−1.

特に vは concaveでない．� �
ところが，これで話が終わるわけではない．例えば，Example 2.3の例では
r 7→ v(r)1/(n−1)が concaveになっていることがわかる．このオブザベーショ
ンに基づいてBrunnが見出した性質が次のものである．
Theorem 2.4. n ≥ 2としK ⊂ Rnを任意の convex setとする．このとき

r 7→ v(r)
1

n−1 := R[1K ](e1, r)
1

n−1

は concave2．

Brunnは “elegant symmetrisation method”を用いて Theorem 2.4を証明し
ているが，以下では代わりにMinkowskiによる問題の再定式化による証明を
与える．
Theorem 2.5 (Brunn-Minkowski inequality). n ≥ 1としA,B ⊂ Rn: non-
empty, compact setとしたとき，

|(1− λ)A+ λB|
1
n ≥ (1− λ)|A|

1
n + λ|B|

1
n , ∀λ ∈ [0, 1] (2.4)

が成立．

初めに注意として，この一般的な形のBrunn-Minkowski inequalityの完全な
証明は Liusternik (1935)により与えられたことを述べておく．また，A,B
が任意の長方形の時は，(2.4)は相加相乗平均不等式を使い，比較的簡単に
証明できるので，ぜひ一度やってみるとよい．　さて，証明を与える前に，
Brunn-Minkowski inequalityが導く結果を見ておこう．

2素朴な問いとして，K が単に convexというだけではなく，より強い意味で convexだっ
たとする．例えば，∂K の曲率が各点で 1以上だったとする．このとき，v(r)の concavity
も何らかの意味で改良されるだろうか？
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2.1.1 Brunn-Minkowski inequality ⇒ Brunn’s theorm

ここでは，Brunn-Minkowski inequality (2.4)を仮定して，Theorem 2.4を
示す．ゴールは v1/(n−1)の concavity，つまり任意の convex set K ⊂ Rnと
r1 < r2, λ ∈ (0, 1)を取り，rλ := (1− λ)r1 + λr2としたとき，

R[1K ](e1, rλ)
1

n−1 ≥ (1− λ)R[1K ](e1, r1)
1

n−1 + λR[1K ](e1, r2)
1

n−1 (2.5)

を示すことになる．ここで
A1 := K ∩ π(e1, r1), A2 := K ∩ π(e1, r2), Aλ := K ∩ π(e1, rλ)

と置けば，
R[1K ](e1, ri) = |Ai|Rn−1 , i = 1, 2, λ

となる．すると目標の (2.5)は
|Aλ|

1
n−1

Rn−1 ≥ (1− λ)|A1|
1

n−1

Rn−1 + λ|A2|
1

n−1

Rn−1 (2.6)

と同値になるが，右辺については (2.4)を使えそうな気がする．実際に使っ
てみると，

(1− λ)|A1|
1

n−1

Rn−1 + λ|A2|
1

n−1

Rn−1 ≤ |(1− λ)A1 + λA2|
1

n−1

Rn−1 . (2.7)

すると，2つの集合 (1− λ)A1 + λA2とAλの間の関係が重要になるが，ここ
でKの convexityを使うとよい．まず，

(1− λ)π(e1, r1) + λπ(e1, r2) = π(e1, rλ)

なので
Aλ = K ∩

(
(1− λ)π(e1, r1) + λπ(e1, r2)

)
.

他方定義より
(1− λ)A1 + λA2 = (1− λ)K ∩ π(e1, r1) + λK ∩ π(e1, r2)

⊂ (1− λ)π(e1, r1) + λπ(e1, r2)

であるが，同時にA1, A2 ⊂ KでK: convexより
(1− λ)A1 + λA2 ⊂ K.

よって，これらから
(1− λ)A1 + λA2 ⊂ K ∩

(
(1− λ)π(e1, r1) + λπ(e1, r2)

)
= Aλ

となり，特に
|(1− λ)A1 + λA2|Rn−1 ≤ |Aλ|Rn−1

がわかる．これと (2.7)を合わせて (2.6)が結論される．
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2.1.2 Brunn-Minkowski inequality ⇒ Isoperimetric inequality

次はBrunn-Minkowski inequalityから Isoperimetric inequalityが導かれるこ
とを見る．まずは，Isoperimetric inequalityの主張を述べておく．
Theorem 2.6. 体積一定の下で，表面積を最小にする図形（の例）は，ユー
クリッド球 Bn

2．すなわち，
min

{
sur (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |
}
= sur (Bn

2 ). (2.8)

より一般的な形として，任意のK ⊂ Rn s.t. |K|Rn < ∞に対し
sur (K) ≥ n|K|1−

1
n

Rn |Bn
2 |

1
n
Rn (2.9)

が成立．

Proof of Brunn-Minkowski inequality ⇒ Isoperimetric inequality. まず， 一
般形 (2.9)が示せれば (2.8)が従うことを見ておこう．

min
{
sur (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |
}
≥ sur (Bn

2 )

を示せばよい．そのため，|K| = |Bn
2 |となる集合Kを任意に取る．(2.9)と

Kの仮定より
sur (K) ≥ n|K|1−

1
n |Bn

2 |
1
n = n|Bn

2 |
であるが，Bn

2 の体積と表面積の関係 (1.1)より，
sur (K) ≥ sur (Bn

2 )

となるので，(2.8)が従う．

そこで，(2.9)を示そう．sur (K)の定義を念頭に，後述するBrunn-Minkowski
inequalityの同値なバージョン (2.16)を使うと，

|K + εBn
2 |

≥
(
|K|

1
n + |εBn

2 |
1
n

)n
=

(
|K|

1
n + ε|Bn

2 |
1
n

)n
= |Bn

2 |
(
(|K|/|Bn

2 |)
1
n + ε

)n
= |Bn

2 |
(
|K|/|Bn

2 |+ nε(|K|/|Bn
2 |)

n−1
n +O(ε2)

)
= |K|+ nε|K|1−

1
n |Bn

2 |
1
n +O(ε2).
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これより，

sur (K) := lim
ε→0

ε−1(|K + εBn
2 | − |K|)

≥ lim
ε→0

ε−1
(
|K|+ nε|K|1−

1
n |Bn

2 |
1
n +O(ε2)− |K|

)
= n|K|1−

1
n |Bn

2 |
1
n

となり証明が完了する．

2.2 Prékopa-Leindler inequalityと
Brunn-Minkowski inequality

ここでは，Brunn-Minkowski inequalityの古典的な証明を与える．具体的には
まずPrékopa-Leindler inequalityを述べ，それがBrunn-Minkowski inequality
(2.4)を導くことを見た後，Prékopa-Leindler inequalityの証明を与える．
Theorem 2.7 (Prékopa-Leindler inequality). λ ∈ (0, 1)をとる．このとき
f, g, h : Rn → R≥0が concavity condition

h((1− λ)x+ λy) ≥ f(x)1−λg(y)λ, ∀x, y ∈ Rn (2.10)

を満たすと， ∫
Rn

h(x) dx ≥
( ∫

Rn

f(x) dx
)1−λ( ∫

Rn

g(x) dx
)λ

(2.11)

が成立．

Prékopa-Leindler inequalityが Brunn-Minkowski inequalityの一般化である
ことはおいおい見ていくことにして，ここではまず以下の解釈を与えておく．

15



Reverse Hölder inequalityとしての Prékopa-Leindler inequality� �
Example 2.8. λ ∈ (0, 1)と f, g : Rn → R≥0に対し，

h(z) := sup
x,y∈Rn:z=(1−λ)x+λy

f(x)1−λg(y)λ (2.12)

と定めるaと，条件 (2.10)が成立．したがって，∫
Rn

sup
x,y∈Rn:z=(1−λ)x+λy

f(x)1−λg(y)λ dz (2.13)

≥
( ∫

Rn

f(x) dx
)1−λ( ∫

Rn

g(x) dx
)λ

が任意の λ ∈ (0, 1)と f, g : Rn → R≥0に対し成立．
これを，もう少し馴染みのある形に書き換える．つまり p ∈ (1,∞)をとっ
て，1− λ 7→ 1/p, λ 7→ 1/p′とし，さらに f 1−λ 7→ f, gλ 7→ gと置き直すこ
とによって，(2.13)は∫

Rn

sup
x,y∈Rn:z=x/p+y/p′

f(x)g(y) dz (2.14)

≥
( ∫

Rn

f(x)p dx
) 1

p
( ∫

Rn

g(x)p
′
dx

) 1
p′

と読み替えられる．他方で通常のHölder inequalityの主張するところに
よれば，∫

Rn

sup
x,y∈Rn:z=x/p+y/p′,x=y

f(x)g(y) dz≤
( ∫

Rn

f(x)p dx
) 1

p
( ∫

Rn

g(x)p
′
dx

) 1
p′

が成立するので (2.13), (2.14)はHölder inequalityの逆向きの不等式とみ
なせる．

a正確なことを述べると，hは一般にボレル可測関数になるとは限らない．その問題
を解消するべく，h定義は esssupを用いなければならない．が，本稿ではその差は無
視して話を進める．� �
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2.2.1 Prékopa-Leindler inequality ⇒ Brunn-Minkowski inequality

Prékopa-Leindler inequalityを仮定して Brunn-Minkowski inequalityを導こ
う．そのために，Brunn-Minkowski inequalityのいくつかの同値な形を与えて
おいた方が都合がよい．まずはシンプルなオブザベーションとして，Brunn-
Minkowski inequalityに算術幾何平均の不等式を適用すると，

|(1− λ)A+ λB|
1
n
Rn ≥ (1− λ)|A|

1
n
Rn + λ|B|

1
n
Rn

≥
(
|A|1−λ

Rn |B|λRn

) 1
n

すなわち，
|(1− λ)A+ λB|Rn ≥ |A|1−λ

Rn |B|λRn (2.15)

が成立することがわかる．集合A,Bとパラメータλを固定すると，この (2.15)
は (2.4)よりも弱い不等式であるが，すべてのA,Bと λを考えることによっ
て，ある意味で (2.15)は (2.4)と同値になる．これが次の lemmaである．
Lemma 2.9. 以下の 3つの主張は同値．

1. すべての ∅ 6= A,B ⊂cpt Rn, λ ∈ (0, 1)に対し，(2.4):

|(1− λ)A+ λB|
1
n
Rn ≥ (1− λ)|A|

1
n
Rn + λ|B|

1
n
Rn

が成立．
2. すべての ∅ 6= A,B ⊂cpt Rnに対し，

|A+B|
1
n
Rn ≥ |A|

1
n
Rn + |B|

1
n
Rn (2.16)

が成立．
3. すべての ∅ 6= A,B ⊂cpt Rnと λ ∈ Rに対し，(2.15):

|(1− λ)A+ λB|Rn ≥ |A|1−λ
Rn |B|λRn

が成立．

17



Proof. (1−λ)AをAとみなしたり，A = (1−λ)[(1−λ)−1A]とみなしたりす
ることで，(1)と (2)の同値性は簡単に確認できる．また，(1) ⇒ (3)は既に見
た．そこで (3) ⇒ (2)を以下で確認しよう．これはλについての optimization
から従う．具体的にはまず，(3)より

|A+B|
1
n
Rn =

∣∣(1− λ)[(1− λ)−1A] + λ[λ−1B]
∣∣ 1
n

Rn

≥ |(1− λ)−1A|
1−λ
n

Rn |λ−1B|
λ
n
Rn

= (1− λ)−(1−λ)λ−λ|A|
1−λ
n

Rn |B|
λ
n
Rn

がすべての λについて成立する．そこで，

ϕα,β(λ) := (1− λ)−(1−λ)λ−λα1−λβλ

と定めてその最大値を求めると，

max
λ∈[0,1]

ϕα,β(λ) = α + β

になる．そこで α = |A|
1
n
Rn , β = |B|

1
n
Rn のときに，この最大値を達成する

λ = λ(A,B)を選ぶことによって (2.16)を得る．

この (3)の形に注目すれば，Prékopa-Leindler inequalityとの関連が明らかに
なる．
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Observation� �
Lemma 2.9の (3)は，∫

Rn

1(1−λ)A+λB(z) dz ≥
( ∫

Rn

1A(x) dx
)1−λ( ∫

Rn

1B(y) dy
)λ

(2.17)

が成立することと同値であるが，このとき

1(1−λ)A+λB((1− λ)x+ λy) ≥ 1A(x)
1−λ1B(y)

λ

も明らかに成立している．つまり，

h = 1(1−λ)A+λB, f = 1A, g = 1B

と置くと条件 (2.10)は成立し，したがってTheorem 2.7があれば，(2.11)
すなわち今の場合 (2.17)が成立することがわかり，これは Lemma 2.9-
(3)の成立を意味する．これより Prékopa-Leindler inequality ⇒ Brunn-
Minkowski inequalityがわかる．� �

2.2.2 Prékopa-Leindler inequalityの証明

最後にTheorem 2.7を示して，一連の不等式の証明を完成させよう．

証明の技術的な面で，Prékopa-Leindler inequalityを考えることは次のメリッ
トがある．すなわち，条件 (2.10)と不等式 (2.11)が次元 nに依らない形をし
ているので，次元に関する帰納法を適用できるという点である．

Proof of Theorem 2.7. 以下に証明のアウトラインを与える．

アウトライン� �
• (Step 1) n = 1の場合のBrunn-Minkowski inequality

• (Step 2) n = 1の場合の Prékopa-Leindler inequality

• (Step 3) n ≥ 2の場合の Prékopa-Leindler inequality� �
19



（Step 1）まず，n = 1の場合にBrunn-Minkowski inequality (2.4)を直接示す．
Example 2.2で見たように，最低次元では物事はシンプルである．まず，Aの
右端とBの左端は原点にあると仮定してよい．というのも，まずA,B ⊂ R
はコンパクト，特に閉集合なので

r(A) := right− hand end of A,

l(B) := left− hand end of B

がそれぞれA,Bの元として選べる．そこで，

As := A− r(A), Bs := B + l(B)

ととれば，As, Bsはそれぞれの右端と左端が原点に位置している．さらにル
ベーグ測度の平行移動不変性より

|A+B| = |As +Bs|, |A| = |As|, |B| = |Bs|

があるので，As, Bsに対し不等式 (2.16)を示せば十分となり，前述の reduction
が正当化される．するとこの reductionから特に

A+B ⊃ A,B

がわかる．加えて，A,Bの仮定よりこれらは disjointなので，

|A+B| ≥ |A|+ |B|

が得られるが，これはまさしく n = 1の場合の (2.16)である．

(Step 2) 次に (Step 1)を用いて，n = 1の場合のPrékopa-Leindler inequality
を示そう．f, g, hを条件 (2.10)を満たすものとし，さらに有界かつノーマラ
イゼーション supx f(x) = supy g(y) = 1も仮定してよい．このとき，大事な
ことは各 t ≥ 0に対して，

{z ∈ R : h(z) ≥ t} ⊃ (1−λ){x ∈ R : f(x) ≥ t}+λ{y ∈ R : g(y) ≥ t} (2.18)

が成立するということである．これは z ∈ Rnが x ∈ {f ≥ t}, y ∈ {g ≥ t}に
より，z = (1− λ)x+ λyとかけたときに，仮定 (2.10)から

h(z) = h((1− λ)x+ λy) ≥ f(x)1−λg(y)λ ≥ t1−λtλ = t
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となることよりわかる．すると，これと (Step 1)で示した n = 1に対する
Brunn-Minkowski inequalityより

|{z ∈ R : h(z) ≥ t}| ≥ |(1− λ){x ∈ R : f(x) ≥ t}+ λ{y ∈ R : g(y) ≥ t}|
≥ (1− λ)|{x ∈ R : f(x) ≥ t}|+ λ|{y ∈ R : g(y) ≥ t}|

がすべての 0 ≤ t < 1に対し成立する．（supx f(x) = supy g(y) = 1を思い出
せば，0 ≤ t < 1に対し，{f ≥ t}, {g ≥ t} 6= ∅なのでBrunn-Minkowskiを使
える．）したがって，これを t ∈ Rで積分すると（t /∈ [0, 1)ならば，

{f ≥ t}, {g ≥ t} = ∅

を踏まえて）∫
R
h(z) dz =

∫
R
|{z ∈ R : h(x) ≥ t}| dt

≥
∫
R
(1− λ)|{x ∈ R : f(x) ≥ t}|+ λ|{y ∈ R : g(y) ≥ t}| dt

= (1− λ)

∫
R
f(x) dx+ λ

∫
R
g(y) dy

≥
( ∫

R
f(x) dx

)1−λ( ∫
R
g(y) dy

)λ
となり，1次元の場合の証明が完了する．ここで，最後のステップでは算術
幾何平均不等式を用いた．

(Step 3)最後に次元に関する帰納法でn ≥ 2の場合を示すべく，Theorem 2.7
の主張が n − 1次元のときに正しいと仮定する．h, f, gを条件 (2.10)を満た
すものとし以下，

hz1(z
′) := h(z1, z

′),

fx1(x
′) := f(x1, x

′),

gy1(y
′) := g(y1, y

′)

と書く．さらに∫
Rn

h(z) dz =

∫
R

∫
Rn−1

hz1(z
′) dz′dz1 =:

∫
R
H(z1) dz1
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と書き直すと，

F (x1) :=

∫
Rn−1

fx1(x
′) dx′

, G(y1) :=

∫
Rn−1

gy1(y
′) dy′

に対して，H,F,Gが 1次元の条件 (2.10)をみたすのではないかという気が
してくる．つまり，

H((1− λ)x1 + λy1) ≥ F (x1)
1−λG(y1)

λ, ∀x1, y1 ∈ R (2.19)

が成立するのではないだろうか．以下これを確かめよう．定義は

H((1− λ)x1 + λy1) =

∫
Rn−1

h(1−λ)x1+λy1(z
′) dz′

なので，仮定の n − 1次元のTheorem 2.7を使いたい．実際，h, f, gは条件
(2.10)を満たすので，

h(1−λ)x1+λy1((1− λ)x′ + λy′) = h((1− λ)x+ λy)

≥ f(x)1−λg(y)λ

= fx1(x
′)1−λgy1(y

′)λ

となり，各 x1, y1 ∈ Rに対し，h(1−λ)x1+λy1 , fx1 , gy1は n− 1次元の条件 (2.10)
を満たす．よって帰納法の仮定より∫

Rn−1

h(1−λ)x1+λy1(z
′) dz′ ≥

( ∫
Rn−1

fx1(x
′) dx′)1−λ( ∫

Rn−1

gy1(y
′) dy′

)λ
となり，これは (2.19)を意味する．

めでたく (2.19)が確認できたので，H,F,Gに対し 1次元のPrékopa-Leindler
inequalityを適用して，∫

Rn

h(z) dz =

∫
R
H(z1) dz1

≥
( ∫

R
F (x1) dx1

)1−λ( ∫
R
G(y1) dy1

)λ
=

( ∫
Rn

f(x) dx
)1−λ( ∫

Rn

g(y) dy
)λ

がわかり証明が完了する．
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2.3 （オマケ）Prékopa-Leindlerの等号成立条件について

Rn上のPrékopa-Leindlerの等号成立条件は [25]によって明らかになっている．
これはフランス語の文献でかつ explicitに主張が書いていないので，Bucur-
Fragalá [21]中の主張を述べる（Ball-Böröczky [16, 17]も参照）．ここでは比
率を λの代わりに αで書くことにする．

まず (2.13)に関して，実はあまり言及していなかったが，関数

Rn 3 z 7→ sup
x,y∈Rn:

z=(1−α)x+αy

f(x)1−αg(y)α ∈ R≥0

は例えば f, gがボレル可測ならルベーグ可測関数になるが，一般の f, gに対
してはルベーグ可測関数になるとは限らない（詳細は [21]の Introductionを
みよ）．そこで代わりに∫

Rn

ess sup
x,y∈Rn:

z=(1−α)x+αy

f(x)1−αg(y)α dz ≥
( ∫

Rn

f
)1−α( ∫

Rn

g
)α

(2.20)

を考えるとよい．
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Rn上の Prékopa-Leindlerの等号成立条件� �
まず，ϕ : Rn → R≥0が log-concaveであるとは，

ϕ((1− λ)x+ λy) ≥ ϕ(x)1−λϕ(y)λ, (∀λ ∈ [0, 1], x, y ∈ Rn) (2.21)

が成立することを言う．
このとき [21]によれば次が成立する．

すなわち（α ∈ (0, 1)が何であれ），∫
Rn

f =

∫
Rn

g = 1

の正規化条件の下で，

Equality in (2.20) ⇔ ∃ϕ : log-concave, ∃b ∈ Rn :

f(x) = ϕ(x) and g(x) = f(x− b), (a.e. x ∈ Rn).

Remark. ちなみに⇐を確認するのは簡単で log-concavity，ルベーグ測度
の平行移動不変性およびヘルダーを使うと (2.20)の逆向きの不等式した
がって等号成立が確認できる．� �
この log-concavityについて，次の事実は知っていて損はないかと思われる．
Lemma 2.10. α ∈ (0, 1)とする．f, g : Rn → R≥0が log-concaveならば

h(z) := sup
x,y∈Rn:

z=(1−α)x+αy

f(x)1−αg(y)α

も log-concaveになる．

Proof. アイデアを見るべく，α = 1/2の場合で示す．他の αの場合も同様
である．まず，h: log-concave ⇔ hµ: log-concave, (µ > 0)なので，h2 の
log-concavity :

h((1−λ)x∗+λy∗)
2 ≥ h(x∗)

2(1−λ)h(y∗)
2λ, (∀λ ∈ (0, 1), ∀x∗, y∗ ∈ Rn) (2.22)

を示す．以下 λ, x∗, y∗は任意のもので固定する．
R.H.S = sup

x1,x2:x∗=(x1+x2)/2

(
f(x1)g(x2)

)1−λ × sup
y1,y2:y∗=(y1+y2)/2

(
f(y1)g(y2)

)λ
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なので，x∗ = (x1 + x2)/2と y∗ = (y1 + y2)/2を満たす x1, x2, y1, y2を任意
に取り (

f(x1)g(x2)
)1−λ(

f(y1)g(y2)
)λを上から評価するとよい．それには f, g

の log-concavityを使って，(
f(x1)g(x2)

)1−λ(
f(y1)g(y2)

)λ
=

(
f(x1)

1−λf(y1)
λ
)(
g(x2)

1−λg(y2)
λ
)

≤ f((1− λ)x1 + λy1)g((1− λ)x2 + λy2).

ここでx1, x2, y1, y2の選び方より，x0 := (1−λ)x1+λy1, y0 := (1−λ)x2+λy2
ととると明らかに

(1− λ)x∗ + λy∗ =
x0 + y0

2

が成立するので，(
f(x1)g(x2)

)1−λ(
f(y1)g(y2)

)λ ≤ f(x0)g(y0)

≤ sup
x,y:(1−λ)x∗+λy∗=(x+y)/2

f(x)g(y) =: h((1− λ)x∗ + λy∗)
2.

これは x1, x2, y1, y2についての一様評価になるので

R.H.S = sup
x1,x2:x∗=(x1+x2)/2

(
f(x1)g(x2)

)1−λ × sup
y1,y2:y∗=(y1+y2)/2

(
f(y1)g(y2)

)λ
≤ h((1− λ)x∗ + λy∗)

2 = L.H.S

となり (2.22)が確認できた．
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3 Reverse Isoperimetric inequality

まず，Brascamp-Lieb inequalityを特に我々の応用に都合のよい形で振り返っ
ておこう．具体的な証明は，Section 4.5で与える．m,n ∈ N，n1, . . . , nm ≤ n
として，L1, . . . , Lm : Rn → Rnj , linear mapと c1, . . . , cm ∈ (0,∞)を取り，
不等式∫

Rn

m∏
j=1

fj(Lj(x))
cj dx ≤ BL(L, c)

m∏
j=1

( ∫
Rnj

fj(xj) dxj

)cj , fj ≥ 0 (3.1)

を考えたい．BL(L, c)でもって，この不等式の最良定数を表すことにする．
Theorem 3.1 (Geometric Brascamp-Lieb inequality). L1, . . . , Lm : Rn →
Rnj , linear mapと c1, . . . , cm ∈ (0, 1]がGeometric Brascamp-Lieb dataすな
わち，

LjL
∗
j = IdRnj ,

m∑
j=1

cjL
∗
jLj = IdRn (3.2)

を満たすとする．このとき，
BL(L, c) = 1

が成立しさらに，不等式 (3.1)の最良定数を達成する fj: Gaussianが実際に
存在する．

この結果で大事な点は，不等式の最良定数まで特定できていることである．
実際，最良定数を無視すれば，フビニの定理と複素補間により，簡単に不等
式を確認できる．この最良定数 1が，convex geometryの問題にうまく合致
することを以下で見ることが目標である．
Remark. この最良定数 1はそれだけ聞くと，驚くことはないかもしてないが，
実際は複雑怪奇な最良定数の不等式を含んでおり，非常に突き詰めた結果に
なっている．例えば，Youngの不等式自身はGeometric Brascamp-Lieb data
ではないが，Proposition 3.6 [12]による変換で，Geometric dataに移すこと
ができ，したがってこのTheorem 3.1は SharpなYoung不等式の一般化と見
做せる．Example 3.8 [12]も参照．この点については Subsection 5.3に詳細
があるので，そちらも参照．

以下では，Ball [1]の主張をそのまま（日本語訳して）コピーしておく．
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Theorem 3.2 (Theorem 2 in Ball [1]). K ⊂ Rnを任意の convex, symmetric
body, QをRn中の任意の立方体とする．このとき，

∃T = T (K,Q) : affinemap s.t. |T (K)| = |Q|, sur (T (K)) ≤ sur (Q)

が成立する．ここでK ⊂ Rnが symmetricとは x ∈ K ⇒ −x ∈ Kが成立す
ることを意味する．

3.1 考える問題とReverse Isoperimetric inequalityの主張

まずは考える問題のモチベーションを与えよう．

Naive Question� �
Isoperimetric inequalityは，体積一定の下で最小の表面積を持つ図形を探
したわけであるが，逆に表面積が最大になる図形は何だろうか？つまり，

max
{
sur (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |
}

(3.3)

を達成するK ⊂ Rnはどういった図形だろうか？� �
少し考えてみれば，この問いはナンセンスであることがわかる．というのも，
例えば Bn

2 の風船を押しつぶせば，体積一定で表面積をいくらでも大きくで
きるからである．つまり，

max
{
sur (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |
}
= ∞

である．ところが，この押し潰す作業は（上手に押しつぶせば）Bn
2 の線形変

換と思える．そこで線形変換（平行移動も考えるのならアファイン変換）で
移り変わる図形同士で，体積が同じものは同一と思えば，上述のナイーブな
問いは意味を持つように思える．つまり，定義 (1.2)を思い出して，問題は
以下のように定式化することができる．
Problem 3.3.

sup
{
sur∗ (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |
}
=? (3.4)

また，この supを達成するKは存在するか？
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Ballは，supをとる際のK に convexity（と symmetricity）をさらに仮定す
ることで，maximizerが立方体であると特定することに成功した．
Theorem 3.4. Q0を Bn

2 と同じ体積を持つ立方体，すなわち

Q0 =
[
− |Bn

2 |
1
n

2
,
|Bn

2 |
1
n

2

]n
とする．すると，

sup
{
sur∗ (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |, convex, symmetric
}
= sur (Q0).

(3.5)
つまり，アファイン変換を除いて立方体が表面積最大．ここでK ⊂ Rn が
symmetricとは x ∈ K ⇒ −x ∈ Kを意味する．

Remark and comments� �
• 元論文の [1]では symmetricの仮定は課さず，convexのみを課して
問題を考えている．その際の解答はKとして，simplexに制限して
supを取ればよいというものになる．ここでは，説明を簡略化する
べく symmetricの下で問題を考えている．なお，その一般形の証明
も鍵となるアイデアはTheorem 3.4と同じである．より詳しくは原
論文 [1]を参照．

• convexすら課さないジェネリックな問題 Problem 3.3を考えるこ
とは難しいであろう．例えばK として，柔毛のような図形を考え
れば，線形変換で割って考えたとしても，表面積を大きくすること
が可能である．（中央大学，津川光太郎先生にコメントいただきま
した）

• Theorem 3.4では，立方体の表面積はmeasure preservingなアファ
イン変換を作用させてもそれ以上小さくならないという事実を用い
ている．つまり，Theorem 3.4の正確な主張は，

sup
{
sur∗ (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |, convex, symmetric
}

=sur∗ (Q0) = sur (Q0)

である．� �
Theorem 3.4はBallの元の結果であるTheorem 3.2から従う．
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Proof of “Theorem 3.2 ⇒ Theorem 3.4”. 上のコメントにあるように，
sur∗(Q0) = surQ0

なので，
sup

{
sur∗ (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |, convex, symmetric
}
≥ sur∗ (Q0)

= sur (Q0).

よって，
sup

{
sur∗ (K) : K ⊂ Rn s.t. |K| = |Bn

2 |, convex, symmetric
}
≤ sur (Q0)

(3.6)
を示せばよい．sur∗の定義より，|K| = |Bn

2 |を満たす任意のconvex, symmetric
なK ⊂ Rnに対し，

∃T : affinemap s.t. |T (K)| = |Q0|, sur (T (K)) ≤ sur (Q0) (3.7)

が成立することを示せばよいが，これはTheorem 3.2から直ちに従う．

3.2 Theorem 3.2の証明

通常のものであれ，reverse versionであれ，Isoperimetric inequalityで重要
なのは，体積と表面積との関係である．今の場合，立方体がmaximizerだと
見当がついているので，立方体の体積と表面積との関係を見ておくことにす
る．まず任意の立方体Qに対し，

sur (Q) = 2n|Q|
n−1
n

Rn (3.8)

が成立する．というのも，Qは 2n個の n− 1次元平面から成り，それぞれの
平面は (|Q|1/nRn )n−1の面積を持つからである．これより，目標はこの性質が不
等式の形で，任意のKに対しても成立することを示すことになるであろう．
より正確には，任意の convex, symmetricなK ⊂ Rnに対し，

∃T0 : affinemap s.t. sur (T0(K)) ≤ 2n|T0(K)|
n−1
n

Rn (3.9)

を示すことになる（T0は volume preservingでなくてもよい）．実際，(3.9)
がTheorem 3.2を導くことについては，(3.9)の不等式がスケール不変，つま
り，(3.9)の不等式は任意の λ > 0に対し

sur (λT0(K)) ≤ 2n|λT0(K)|
n−1
n

Rn (3.10)
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が成立することと同値ということに気づけばよさそうである．というのも，
任意の立方体Qに対して，λ > 0を

|λT0(K)| = |Q|

となるように取れば，T := λT0 と定めることで，T は affine mapでかつ，
(3.10)と (3.8)から

|T (K)| = |λT0(K)| = |Q|,

sur (T (K)) ≤ 2n|λT0(K)|
n−1
n

= 2n|Q|
n−1
n

= sur (Q)

となり，Theorem 3.2が従うからである．そこで，以下で (3.9)を満たすア
ファイン変換T0を探すことになる．そのための手がかりが，convex set Kの
maximal ellipsoidである．

3.2.1 準備: maximal ellipsoidとF. John’s theorem

まずはラフなアイデアを与える：

• K ⊂ Rnを一般の convex bodyとする．このとき，Kをもう少しシン
プルな図形で “近似”できないだろうか？

• Convexityに注目して，ellipsoidでKを近似することを考えてみる．⇝
E ⊂ Kでできるだけ大きい体積を持つ ellipsoid EはそれなりにKと “
近い”のではないだろうか（maximal ellipsoid）？

• 実際に，このmaximal ellipsoid EによるKの近似がある程度よいもの
であるので，K自身の代わりにEを調べることで，目標の (3.9)を満た
す affine map T0を見つけることができる．

Theorem 3.5 (Fritz John’s theorem). K ⊂ Rnを任意の convex bodyとする．

1. Kのmaximal ellipsoid E(K)は存在し，かつそれは一意に定まる．
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2. さらに，E(K) = Bn
2 : Euclidian ball であることは次のKに関する以下

の 2条件が成立することと同値: Bn
2 ⊂ Kかつ

∃m ∈ N, ∃{ui}mi=1 ⊂ Sn−1 ∩ ∂K, ∃{ci}mi=1 ⊂ R>0 s.t.
m∑
i=1

ciui = 0,
m∑
i=1

ci(x · ui)
2 = |x|2, (∀x ∈ Rn). (3.11)

加えて，uiは Bn
2 とKの境界との接点．

Remark.

• K: symmetricの場合は，１つ目の条件
m∑
i=1

ciui = 0

は気にしなくてよい3．
• その意味で２つ目の条件が本質的であるが，これは分極公式により，

x =
m∑
i=1

ci(x · ui)ui, (∀x ∈ Rn)

の成立と同値．さらに |u〉〈v| : Rn 3 x 7→ (v · x)u ∈ Rn の言葉で表せ
ば，これは

m∑
i=1

ci|ui〉〈ui| = IdRn (3.12)

と同値になる．
• 条件 (3.12)より，特にmと cjは

m ≥ n, 0 < c1, . . . , cm ≤ 1 (3.13)

を満たさないといけないことがわかる．実際，まず仮にm < nだと
(uj)

m
j=1が Rnを張ることができないので，(3.12)の成立は期待できな

3というのも，仮に２つ目の条件を満たす uiを見つけたら，{ũi}iを新たに±uiで作るこ
とで，∑m

i=1 ciũi = 0を満たすようにできる．
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い．次に cj ≤ 1について，例えば c1 ≤ 1を見るには (3.12)に左右から
〈u1|と |u1〉を作用させればよい:

〈u1|(3.12)|u1〉 ⇔ c1〈u1||u1〉2 +
∑
j≥2

cj〈u1||uj〉2 = 〈u1||u1〉

⇔ c1 +
∑
j≥2

cj(u1 · uj)
2 = 1.

よって，cj(u1 · uj)
2 ≥ 0なので c1 ≤ 1が従う．

この証明は [2]を参照することにして，この定理は認めて先に進む事にする．
ただし，簡単な例を与えておく．
Example 3.6. Cube Q = [−1, 1]nのmaximal ellipsoidは Bn

2．

E(K) = Bn
2 となる場合のKの上からの近似（後で使う）� �

K: symmetric convex bodyが E(K) = Bn
2 となるようなものだった場合

を考える．このとき，もちろん Bn
2 ⊂ Kであるが，Kの “上からのよい

近似”も存在する．uj ∈ Sn−1をTheorem 3.5中にある，∂Kと Sn−1との
接点だとして

C(K) := {x ∈ Rn : |uj · x| ≤ 1, ∀j = 1, . . . ,m} (3.14)

と置く．するとこのとき

E(K) ⊂ K ⊂ C(K) (3.15)

となることがわかる．実際，ujが接点でかつK: convexなので，Kは uj

における接線 {x ∈ Rn : x · uj = 1}の内側にある．ということはすべて
の j = 1, . . . ,mについて

K ⊂ {x ∈ Rn : uj · x ≤ 1}

が成立することになる．また，K: symmetricより図形を反転させてもよ
いので

K ⊂ {x ∈ Rn : |uj · x| ≤ 1}

がわかる．� �
32



3.2.2 Volume ratio estimateへの reduction（maximal ellipsoidに
よる近似の正当化）

この John’s theoremを用いて，目標の (3.9)を満たす affine map T0を見つけ
よう．といっても，ここまで準備をしてしまえば T0の目星は明らかである．

Affine map T0の選び方� �
K を任意の symmetric convex bodyとする．すると Theorem 3.5より
maximal ellipsoid E(K)が一意に存在する．他方で，Example 3.6にある
ように，cubeのmaximal ellipsoidは Euclidian ball Bn

2 であった．そこ
で，T0を

T0(E(K)) = Bn
2

となるようにとると，うまく行きそうな気がしてくる．� �
以下，この T0に対して (3.9)の不等式を示す．Brunn-Minkowski inequality
を用いた通常の Isoperimetric inequalityの証明を振り返ると，

sur (T0(K)) := lim
ε→0

ε−1(|T0(K) + εBn
2 | − |T0(K)|)

に着目するのは自然であるが，ここで Bn
2 を T0(K)に置き換えることできれ

ば何か計算できそうな気がする．実際，Bn
2はT0(K)のmaximal ellipsoidだっ

たので，特に Bn
2 ⊂ T0(K)である．よって，

sur (T0(K)) ≤ lim
ε→0

ε−1(|T0(K) + εT0(K)| − |T0(K)|) = n|T0(K)|

とでき，この評価はmaximal ellipsoidによる近似が良いものであれば，悪い
評価ではないであろう．
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Volume ratio estimateへの reductionのキーアイデア� �
そこで目標の評価 (3.9)には，

n|T0(K)| ≤ 2n|T0(K)|
n−1
n (3.16)

あるいは同値なことの
|T0(K)| ≤ 2n (3.17)

を示すとよい．ちなみに，K = Q = [−1, 1]nの場合は (3.17)は明らかに
正しい．また，T0(K)のmaximal ellipsoidは Bn

2 であったが，これに対
しても

|E(T0(K))| = |Bn
2 | ≤ |[−1, 1]n| = 2n

なので，T0(K)をそのmaximal ellipsoidに置き換えれば，(3.17)はやは
り正しい．したがって，T0(K)とそのmaximal ellipsoidの体積が十分近
いことを確認できれば，(3.17)を示せそうである．そこから自然と次の
volume ratio estimateが現れる．そのモラルは，次のようなものである：
Lを任意の symmetric convex bodyとして，

|L|Rn

|E(L)|Rn

≤ |[−1, 1]n|Rn

|E([−1, 1]n)|Rn

.

正確には，次の定理を示す．
Theorem 3.7. Convex body Lに対して，その volume ratioを

vr(L) :=
|L|Rn

|E(L)|Rn

(3.18)

で定める．このとき，

sup
L:symmetric convex

vr(L) = vr([−1, 1]n). (3.19)

つまり，volume ratioは cubeが最大．� �
このTheorem 3.7が目標の (3.17)を導くのは簡単にわかる．というのも，

L = T0(K)
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として (3.19)にあてがうと，
|T0(K)|Rn

|E(T0(K))|Rn

≤ |[−1, 1]n|Rn

|E([−1, 1]n)|Rn

だが，
E(T0(K)) = Bn

2

となるように T0を選んでいたのだし，また
E([−1, 1]n) = Bn

2

は Example 3.6で指摘しておいたとおりなので，これは
|T0(K)|Rn ≤ |[−1, 1]n|Rn = 2n

を意味し (3.17)が従う．よってあとはTheorem 3.7を示すことに専念する．

3.2.3 Volume ratio estimate: Theorem 3.7の証明

このTheorem 3.7の証明の鍵が rank-1 Brascamp-Lieb不等式になる．

まずは最初の reductionで，vr(L)が affine invariant なことに注目すると，
E(L) = Bn

2 なものに限って物事を考えてもよい．
Lemma 3.8.

sup
L:symmetric convex:E(L)=Bn

2

vr(L) = vr([−1, 1]n) (3.20)

が示せれば，(3.19)が従う．つまり，
sup

L:symmetric convex:E(L)=Bn
2

|L| ≤ |[−1, 1]n| = 2n (3.21)

を示せば十分．

Proof. ルベーグ測度が平行移動不変なので，平行移動は無視できる．すると，
affine map T は線型写像つまり，AT : n× n行列であらわせ，そのとき

|T (L)|Rn = |det (AT )| × |L|Rn
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である．なので，

vr(T (L)) =
|det (AT )| × |L|Rn

|det (AT )| × |E(L)|Rn

= vr(L)

が成立し，volume ratio が affine invarianceであることがわかる．すると任
意の ellipsoidは affine mapで Bn

2 に移せるので，実質

sup
L:symmetric convex

vr(L) = sup
L:symmetric convex:E(L)=Bn

2

vr(L)

がわかり，主張が確認できる．

この lemmaを踏まえ，E(L) = Bn
2 となる symmetric convex body Lを任意に

とり，
|L| ≤ 2n (3.22)

を示そう．すると，John’s theoremを念頭に Lの C(L)による上からの近似
(3.15)が思い出される．(3.15)をそのまま使うと，

|L| ≤ |C(L)| =
∫
Rn

1C(L)(x) dx

だが，ここで C(L)の定義 (3.14)を思い出すと，

|L| ≤
∫
Rn

1C(L)(x) dx =

∫
Rn

m∏
j=1

1|uj ·x|≤1(x) dx =

∫
Rn

m∏
j=1

1[−1,1](uj · x) dx

となる．そこで fj = 1[−1,1]と書いてみれば

|L| ≤
∫
Rn

m∏
j=1

fj(uj · x) dx (3.23)

となり，Brascamp-Lieb不等式の形が見えてくる．以下で実際にこれを評価
するのにTheorem 3.1がぴったりはまることを見る．

まず，ujは John’ Theoremの条件 (3.11)を満たすものだったことを思い出す．
実はこの条件 (3.11)がGeometric Brascamp-Liebの条件に一致している．そ
れを踏まえ，次の rank-1 Brascamp-Lieb不等式がTheorem 3.1の特別な場合
として得られる．

36



Corollary 3.9 (rank-1 Brascamp-Lieb). m ≥ n，u1, . . . , um ∈ Sn−1 と
c1, . . . , cm ∈ (0, 1]は条件 (3.11):

m∑
j=1

cj|uj〉〈uj| = IdRn

を満たすとする．このとき，∫
Rn

m∏
j=1

fj(uj · x)cj dx ≤
m∏
j=1

( ∫
R
fj(xj) dxj

)cj , fj : R → R≥0 (3.24)

が成立．なお，この不等式に対しては f1(t) = · · · fm(t) = e−t2 がmaximizer
になる．

Proof. Section 5でこの rank-1 Brascamp–Lieb不等式の直接的な証明を与え
るが，ここではTheorem 3.1が適用可能であることを確認するだけに留める．

ディラックの記号を用いて，

|uj〉 : R 3 t 7→ tuj ∈ Rn, 〈uj| : Rn 3 x 7→ uj · x ∈ R

と表す．すると，
Lj = 〈uj| ⇝ (L∗

j = |uj〉)

にとることで，(L, c)がGeometric Brascap-Liebの条件 (3.2)を満たすこと
を確認すれば十分である．まず１つ目の条件については，uj ∈ Sn−1である
ことを使って，

LjL
∗
j = 〈uj||uj〉 = |uj|2IdR = IdR

となり問題ない．２つ目の条件については，(3.11)をつかって，
m∑
j=1

cjL
∗
jLj =

m∑
j=1

cj|uj〉〈uj| = IdRn

となる．等号達成については，直接的に計算すれば示せることなので省略す
る．
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この (3.24)を (3.23)に適用することで，（fj = 1[−1,1]を思い出して）

|L| ≤
∫
Rn

m∏
j=1

fj(uj · x) dx ≤
m∏
j=1

( ∫
R
fj(xj) dxj

)cj = m∏
j=1

2cj = 2
∑m

j=1 cj .

最後に条件∑
j cj|uj〉〈uj| = IdRn のトレースをとれば，cj は

∑
j cn = nを満

たすことがわかる．これより (3.22)の成立がわかり証明が完了する．
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4 Reverse Brascamp-Lieb ineqnuality

Example 2.8で説明したように，
Holder inequality ↔reverse Prekopa− Leindler inequality

の関係がある．他方で通常の Brascamp-Lieb不等式は Hölderの不等式の一
般化であった．ということで，Brascamp-Lieb不等式の心持ちで Prékopa-
Leindler不等式を一般化したものがあってもよいであろう．それがここで説
明する，Reverse Brascamp-Lieb ineqnualityになる．
Brascamp− Lieb inequality ↔reverse ReverseBrascamp− Lieb ineqnuality.

ここでは，F. Bartheの論文 [5]を参考にする．

考える不等式は次のような形のものである: L = (Lj)
m
j=1: linear mapsと

c = (cj)
m
j=1 ⊂ (0,∞)が与えられたもとで，∫

Rn

sup
(y1,...,ym)∈Rn1×···×Rnm

:x=
∑m

j=1 cjL
∗
j (yj)

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx (4.1)

≥ RBL(L, c)
m∏
j=1

( ∫
Rnj

fj(yj) dyj
)cj .

さらに，RBL(L, c)はこの不等式の最良定数を表す，すなわち

RBL(L, c) := inf
fj≥0

(∫
Rn

sup
(y1,...,ym)∈Rn1×···×Rnm

:x=
∑m

j=1 cjL
∗
j (yj)

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx

÷
m∏
j=1

( ∫
Rnj

fj(yj) dyj
)cj)

Example 4.1.

1. (4.1)において，
m = 2, n1 = n2 = n, L1 = L2 = IdRn , c1 = 1− λ, c2 = λ

と置けばPrékopa-Leindler inequality (2.13)に一致する．（ちなみにこの
セッティングでは，通常のBracamp-LiebはHölderに一致している）．

39



2. (L, c)がGeometric data (3.2)の場合は，yi = Li(x)にとることで，特
に自明な不等式∫

Rn

sup
(y1,...,ym)∈Rn1×···×Rnm

:x=
∑m

j=1 cjL
∗
j (yj)

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx ≥

∫
Rn

m∏
j=1

fj(Lj(x))
cj dx

が得られる．

次の F. Barthe [5] の主結果により，reverse Brascamp-Lieb は実に通常の
Brascamp-Liebの “双対”であることがわかる．

主定理� �
Theorem 4.2 (Theorem 1 in [5]). m,n ∈ N，n1, . . . , nm ≤ nとし (L, c)
は

n =
m∑
j=1

cjnj,
m⋂
j=1

ker (Lj) = {0} (4.2)

を満たすものとする（つまり [12]の non-degenerate condition）．このと
きa，

RBL(L, c) · BL(L, c) = 1 (4.3)

が成立しさらに

RBL(L, c) = RBLg(L, c), BL(L, c) = BLg(L, c) (4.4)

が成立する．
aここで 0×∞ = 1と理解する．� �
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コメント� �
• まず大事なことは，(4.3)から

RBL(L, c) > 0 ⇔ BL(L, c) < ∞

がわかり，さらに最良定数も移り変わることがわかる．したがって，
通常のBrascamp-Lieb不等式あるいは reverse Brascap-Lieb不等式
のどちらかがわかれば，自動的にもう一方についてもわかる事に
なる．
⇝特に [12]で通常のBrascamp–Lieb不等式がかなりわかっている
ので，Theorem 4.2により，その結果がそのまま reverse Brascamp–
Lieb不等式に持ち上がる．

• ただし，通常のBrascamp–Lieb不等式と reverse Brascamp–Lieb不
等式の間で等号成立条件は全く別物である．例えば，Hölderの不
等式とPrékopa-Leindler不等式は，互いに双対の関係で最良定数は
移り変わるが，等号成立条件はまったく異なる．

• (4.4)の結果のうちBL(L, c) = BLg(L, c)はLieb [26]の定理である．
したがって，(4.4)は Liebの結果が reverse Brascamp–Lieb不等式
でも成立することを述べている．

• Lieb [26]によるBL(L, c) = BLg(L, c)の証明は，トリッキーなアイ
デアが多く読むのに苦労しするかもしれない．他方で以下のBarthe
による証明は，mass-transportという大道具を使うがそれさえ認め
れば簡潔な証明で，Lieb [26]の結果の見やすい別証明と言える．ま
た，おもしろいことに以下の証明は (4.4)をまとめて導く．

• Non-degenerate condition(4.2)を課さない状況を考えてもよいが，
その場合は自明な状況しか起こらない．つまりRBL(L, c) = 0．ま
た，(4.2)はたとえばA = (A1, A2, . . . , Am) ∈

∏m
j=1 S+(Rnj)に対し，

m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj : positive definite (4.5)

を保証する．特に

A ∈
m∏
j=1

S+(Rnj) ⇒
m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj ∈ S+(Rn) (4.6)

が成立する．� �41



Remark. (4.5)について，実際 (4.2)より，
∀x ∈ Rn, ∃jx ∈ {1, . . . ,m} s.t. Ljx(x) 6= 0

が成立する．したがって

〈x,
m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj(x)〉 =

m∑
j=1

cj〈Lj(x), AjLj(x)〉 ≥ cjx〈Ljx(x), AjxLjx(x)〉

が成立するが，Ljx(x) 6= 0なのでAj: positive definiteを使い

〈x,
m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj(x)〉 ≥ cjx〈Ljx(x), AjxLjx(x)〉 > 0, (∀x ∈ Rn)

となって，∑m
j=1 cjL

∗
jAjLjの positive definiteがわかる．

以下でこのTheorem 4.2を証明していく．

まず，Guassian inputに対する BL(L, c;gA),RBL(L, c;gA)を計算すること
が最初のステップになる．

通常の Brascamp-Lieb不等式に対しては簡単に計算が可能であること，つ
まり

A ∈
m∏
j=1

S+(Rnj)

につき，
BL(L, c;gA) =

√ ∏m
j=1 det (Aj)cj

det (
∑m

j=1 cjL
∗
jAjLj)

. (4.7)

なお，Ai: positive definiteで non-degenerate condition (4.2)をふまえると，
(4.5)で述べたように∑m

j=1 cjL
∗
jAjLjも positive definiteであることがわかり，

特に
det

( m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj

)
> 0

なので，各A ∈
∏m

j=1 S+(Rnj)につき，BL(L, c;gA) < ∞がわかる．

では，reverse Brascamp–Lieb不等式に対するRBL(L, c;gA)も簡単に計算で
きるかというと，案外そううまくはいかない．
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このRBL(L, c;gA)を計算するべく，まず線形代数の２次形式について復習
をしておく．

4.1 Quadratic formとdual quadratic form

Brascamp-Lieb不等式では，Gaussian input

gAj
(xj) = e−⟨xj ,Aj(xj)⟩2 , Aj ∈ S+(Rnj)

を考えるので，quadratic formの必要性はわかるが，reverse Brascamp-Lieb
不等式を考える際には，dual quadratic formも必要となる．

セッティングと目標� �
実 n× n-行列 M に対し，quadratic form Q = QM : Rn → Rは

Q(x) := 〈x,M(x)〉

で定まる．逆に quadratic form Qが先に与えられた場合，対応する行列
をMQ と表す．また quadratic form Q : Rn → Rに対して，その dual
quadratic formを

Q∗(x) := sup
y∈BQ

|〈x, y〉|2, BQ := {y ∈ Rn : Q(y) ≤ 1}, (x ∈ Rn)

で定める．
そもそもQ∗が quadratic formなのか？という疑問があるが，MQが sym-
metricかつpositive-definiteなものであれば問題ない．さらにこの場合は，
Q∗はいくぶん見やすくなる．以下ではMQは常に symmetricかつpositive-
definiteなもののみ考える（我々の応用上ではこれで十分である）．

以下の証明は煩雑であるが，大事なことはMQの仮定より直交行列で対
角化できるので，初めからMQを対角行列と思ってよいということであ
る．MQをはじめから対角行列と思っておけば，以下の話は幾分かすっき
りする．� �

Lemma 4.3. quadratic form QをMQが symmetricかつ positive-definiteな
ものとする．このとき，以下が成立する．

43



1. dual quadratic form Q∗(x)の定義中の上限は達成される．

sup
y∈BQ

|〈x, y〉|2 = max
y∈BQ

|〈x, y〉|2

2. さらに，TQ : Rn → Rnを linear and invertibleで
tT−1

Q MQT
−1
Q = IdRn (4.8)

を満たすように選ぶ（これは，MQ:symmetricかつ positive-definiteな
ので可能）と，

Q∗(x) = 〈x, T−1
Q (tT−1

Q )(x)〉 i.e. MQ∗ = T−1
Q (tT−1

Q )

が成立する．

証明を与える前に，この lemmaからの重要な帰結を述べておく．
Corollary 4.4. quadratic form QをMQが symmetricかつ positive-definite
なものとする．このとき，

det (Q)det (Q∗) = 1, Q∗∗ = Q. (4.9)

ここで，det (Q) := det (MQ)であった．

Proof of Corollary 4.4 assuming Lemma 4.3. Lemma 4.3 を認めて，Corol-
lary 4.4を示そう．Lemma 4.3中の TQを使って

det (Q∗) = det (T−1
Q (tT−1

Q )) = (det (TQ))
−2

である．他方で T−1
Q の選び方 (4.8)より

1 = det (tT−1
Q MQT

−1
Q ) = det (MQ)(det (TQ))

−2 = det (Q)det (Q∗)

となり最初の等式がわかる．

またQ∗∗ = Qの証明については，まずQ∗に Lemma 4.3を適用すれば

MQ∗∗ = T−1
Q∗ (tT−1

Q∗ )
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で TQ∗は
tT−1

Q∗ MQ∗T−1
Q∗ = IdRn

を満たすものであればなんでもよい．さらにMQ∗ = T−1
Q (tT−1

Q )だったので，
この TQ∗の条件は

tT−1
Q∗ T−1

Q (tT−1
Q )T−1

Q∗ = IdRn

となるが，これは特に TQ∗ := tT−1
Q にとってみれば達成できる．よって

MQ∗∗ = (tTQ)TQ

となり，これと (4.8)を使えば，

Q∗∗(x) = 〈x,MQ∗∗(x)〉 = 〈x, (tTQ)TQ(x)〉 = 〈TQ(x), TQ(x)〉
= 〈TQ(x), (

tT−1
Q MQT

−1
Q )TQ(x)〉 = 〈x,MQ(x)〉 = Q(x)

がわかる．

Lemma 4.3を示す前に，典型例を与えておく．
Example 4.5. λ1, . . . , λn > 0をとり，(MQ)ij = λiδij: 対角行列にとる．こ
のとき，

(TQ)ij =
√

λiδij, Q∗(x) =
n∑

i=1

λ−1
i x2

i = 〈x,M−1
Q (x)〉.

Proof of Lemma 4.3. まず，１つ目の主張を示そう．それには，

BQ = {y ∈ Rn : Q(y) ≤ 1}

がコンパクトになることを示せばよい．BQは閉集合なので有界性を示すこと
にする．まずMQの仮定より直行行列PQで対角化できる：固有値λ1, . . . , λn >

0が存在して，tPQMQPQ =
n∑

i=1

λiEi となる．ここで，Eiは (Ei)j,k = δijδjk

つまり (i, i)-成分のみ 1で他の成分は 0．すると，

Q(PQ(y)) = 〈PQ(y),MQPQ(y)〉 = 〈y, tPQMQPQ(y)〉 =
n∑

i=1

λiy
2
i
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もしくは，同値なことの

Q(y) = Q(PQ
tPQ(y)) =

n∑
i=1

λi[
tPQ(y)]

2
i .

そこで，λ0 = min {λ1, . . . , λn} > 0とおいて，直行行列の等長性:

|tPQ(y)| = |y|

を使い，
Q(y) ≥ λ0

n∑
i=1

[tPQ(y)]
2
i = λ0|tPQ(y)|2 = λ0|y|2.

これより，
y ∈ BQ ⇒ λ0|y|2 ≤ Q(y) ≤ 1 ⇒ |y| ≤ λ

− 1
2

0

つまり，BQ ⊂ Bn
2 (λ

−1/2
0 )がわかるのでBQはコンパクト．

さて，では本題の２つ目の主張を示そう．まず上述の対角化に加え（λi > 0
を念頭に），

RQ =
n∑

i=1

λ
−1/2
i Ei

をとり T−1
Q = PQRQと置くと，（tRQ = RQなので）

tT−1
Q MQT

−1
Q = RQ

tPQMQPQRQ = RQ(
n∑

i=1

λiEi)RQ = IdRn

となって条件 (4.8)を満たす TQの存在がわかる．このとき大事なことは TQ

がBQを Bn
2 に移すということである:

TQ(BQ) = Bn
2 . (4.10)

実際，条件 (4.8)を使い

TQ(BQ) = {TQ(y) ∈ Rn : Q(y) = 〈y,MQ(y)〉 ≤ 1}
= {ỹ ∈ Rn : 〈T−1

Q (ỹ),MQT
−1
Q (ỹ)〉 ≤ 1}

= {ỹ ∈ Rn : 〈ỹ, tT−1
Q MQT

−1
Q (ỹ)〉 ≤ 1}

= {ỹ ∈ Rn : 〈ỹ, IdRn(ỹ)〉 ≤ 1} = Bn
2 .
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tT−1
Q x 6= 0と仮定する．そうではない場合は，x = 0なので，

Q∗(x) = |tT−1
Q (x)|2 = 〈x, T−1

Q (tT−1
Q )(x)〉

は自明である．この (4.10)を使い，（ew := w/|w| ∈ Sn−1の記号を使って）

Q∗(x) := sup
y∈BQ

|〈x, y〉|2 = sup
y∈BQ

|〈x, T−1
Q TQ(y)〉|2 = sup

y∈BQ

|〈tT−1
Q (x), TQ(y)〉|2

= sup
ỹ∈Bn

2

|〈tT−1
Q (x), ỹ〉|2 = |tT−1

Q (x)|2 sup
ỹ∈Bn

2

|〈etT−1
Q (x), ỹ〉|

2.

ここで，任意の単位ベクトル e ∈ Sn−1に対して，sup
ỹ∈Bn

2

|〈e, ỹ〉|2 = 1 は明らか．
よって，

Q∗(x) = |tT−1
Q (x)|2 = 〈x, T−1

Q (tT−1
Q )(x)〉

がわかる．

4.2 RBL(L, c;gA)の計算

上述の dual quadratic formを使って，reverse BLのGaussian inputを計算
する．
Lemma 4.6. A ∈

∏m
j=1 S+(Rnj)に対し，

RBL(L, c;gA) =

√√√√ ∏m
j=1 det (Aj)cj

det (Q∗∑m
j=1 cjL

∗
jA

−1
j Lj

)
. (4.11)

これより次が従う．
Corollary 4.7. A ∈

∏m
j=1 S+(Rnj)に対し，

RBL(L, c;gA−1) · BL(L, c;gA) = 1. (4.12)

特に
RBLg(L, c) · BLg(L, c) = 1. (4.13)
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Proof of Corollary 4.7 assuming Lemma 4.6. (4.11)より

RBL(L, c;gA−1) =

√√√√ ∏m
j=1 det (Aj)−cj

det (Q∗∑m
j=1 cjL

∗
jAjLj

)

である．ここで，(4.6)をふまえると
m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj ∈ S+(Rn)

なので (4.9)を適用でき

RBL(L, c;gA−1) =

√√√√( m∏
j=1

det (Aj)−cj
)
det (Q∑m

j=1 cjL
∗
jAjLj

)

:=

√√√√( m∏
j=1

det (Aj)−cj
)
det (

m∑
j=1

cjL∗
jAjLj).

あとは，(4.7)を引用すれば (4.12)がわかる．

また (4.13)については，定義に基づいて

RBLg(L, c) · BLg(L, c)

= inf
A∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

RBL(L, c;gA) · sup
Ã∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

BL(L, c;gÃ)

≤ sup
Ã∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

RBL(L, c;gÃ−1) · BL(L, c;gÃ) = 1.

同様に，

RBLg(L, c) · BLg(L, c)

= inf
A∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

RBL(L, c;gA) · sup
Ã∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

BL(L, c;gÃ)

≥ inf
A∈

∏m
j=1 S+(Rnj )

RBL(L, c;gA) · BL(L, c;gA−1) = 1.

となって (4.13)もわかる．
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Proof of Lemma 4.6. 定義を念頭に，

ΛR(gA1 , . . . , gAm) =

∫
Rn

sup
yj∈Rnj :x=

∑
j cjL

∗
j (yj)

e−
∑m

j=1 cj⟨yj ,Aj(yj)⟩ dx

=

∫
Rn

exp
[
− inf

yj∈Rnj :x=
∑

j cjL
∗
j (yj)

m∑
j=1

cj〈yj, Aj(yj)〉
]
dx

=:

∫
Rn

e−RA(x) dx

を計算したい．実はこのRA(x)は 2次形式になっていてさらに

RA(x) = Q∗∑m
j=1 cjL

∗
jA

−1
j Lj

(x) (4.14)

が成り立つことがわかる．これを以下で確認しよう．論文に沿って，下限の定
義により，まずRA(x) ≥ Q∗∑m

j=1 cjL
∗
jA

−1
j Lj

(x)を示す．それには，y1, . . . , ym, y

で条件
x =

∑
j

cjL
∗
j(yj), y ∈ BQ∑m

j=1
cjL

∗
j
A−1
j

Lj

(4.15)

つまり
x =

∑
j

cjL
∗
j(yj), 〈y,

m∑
j=1

cjL
∗
jA

−1
j Lj(y)〉 ≤ 1

を満たすものを任意に fixし，
m∑
j=1

cj〈yj, Aj(yj)〉 ≥ |〈x, y〉|2 (4.16)

を示せばよい．まず注意として (4.15)の２つ目の条件

y ∈ BQ∑m
j=1

cjL
∗
j
A−1
j

Lj

は
m∑
j=1

cj|A−1/2
j Lj(y)|2 ≤ 1 (4.17)

と同値．
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(4.15)の１つ目の条件
x =

∑
j

cjL
∗
j(yj)

を用いて

|〈x, y〉|2 =
∣∣ m∑
j=1

cj〈L∗
j(yj), y〉

∣∣2 = ∣∣ m∑
j=1

cj〈yj, A1/2
j A

−1/2
j Lj(y)〉

∣∣2
=

∣∣ m∑
j=1

cj〈A1/2
j (yj), A

−1/2
j Lj(y)〉

∣∣2
=

∣∣ m∑
j=1

n∑
i=1

cj[A
1/2
j (yj)]i · [A−1/2

j Lj(y)]i
∣∣2.

ここでA
1/2
j A

−1/2
j を挟むのはトリッキーだが，(4.17)が念頭にある．そこで

Cauchy-Schwarzの不等式を使うと

|〈x, y〉|2 ≤
( m∑

j=1

n∑
i=1

cj|[A1/2
j (yj)]i|2

)
·
( m∑

j=1

n∑
i=1

cj|[A−1/2
j Lj(y)]i|2

)
(4.18)

=
( m∑

j=1

cj|A1/2
j (yj)|2

)
·
( m∑

j=1

cj|A−1/2
j Lj(y)|2

)
≤

m∑
j=1

cj|A1/2
j (yj)|2 (∵ (4.17))

=
m∑
j=1

cj〈yj, Aj(yj)〉

となり，(4.16)がわかる．逆にこの計算の等号条件を考えると，逆向きの不等
式も確認できる．実際Cauchy-Schwarzの不等式 (4.18)の等号条件は，∃λ > 0
s.t.

[A
1/2
j (yj)]i = λ[A

−1/2
j Lj(y)]i, (∀i, j) i.e. Aj(yj) = λLj(y)

なので yj, yをこの constraintの下で (4.15)を満たすように選べるとよいであ
ろう．(4.15)の１つ目をふまえると

x = λ

m∑
j=1

cjL
∗
jA

−1
j Lj(y)
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が成立していないといけないが，これよりyの形が決定する:（∑m
j=1 cjL

∗
jA

−1
j Lj ∈

S+(Rn)なので特に逆行列を持つことに注意）

y = λ−1
( m∑

j=1

cjL
∗
jA

−1
j Lj

)−1
(x).

さてこの yは (4.15)の２つ目の条件も満たさないといけないので，そうなる
ように λ > 0を調節する: (4.15)の２つ目の条件があると

λ−2〈
( m∑

j=1

cjL
∗
jA

−1
j Lj

)−1
(x), x〉 ≤ 1

が成立していないといけない．したがってこれらを逆算すると，

λ =

√√√√〈
( m∑

j=1

cjL∗
jA

−1
j Lj

)−1
(x), x〉

にとり，y∗j , y
∗を

y∗ = λ−1
( m∑

j=1

cjL
∗
jA

−1
j Lj

)−1
(x), y∗j = λA−1

j Lj(y
∗)

に選べば，y∗j , y
∗は条件 (4.15)を満たしかつ (4.18)の不等式はすべて等号に

なる．つまり，

RA(x) ≤
m∑
j=1

cj〈y∗j , Aj(y
∗
j )〉 = |〈x, y∗〉|2 ≤ Q∗∑m

j=1 cjL
∗
jA

−1
j Lj

(x)

となって (4.14)が確認できた．

さて，この (4.14)とQ∗∑m
j=1 cjL

∗
jA

−1
j Lj

(x)が二次形式であることを踏まえて (1.3)

から

ΛR(gA1 , . . . , gAm) =

∫
Rn

e
−Q∗∑m

j=1
cjL

∗
j
A−1
j

Lj
(x)

dx =

√
πn

det (Q∗∑m
j=1 cjL

∗
jA

−1
j Lj

)
.

あとはシンプルに確認できる (スケーリング条件∑
j cjnj = nを使って)

m∏
j=1

( ∫
Rnj

gAj

)cj = √
πn∏m

j=1 det (Aj)cj

を考慮に入れれば目標であった (4.11)がわかる．
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4.3 Key lemmaへの reduction

以上で Guassian inputに対しては，状況は判然としてきた．あとは一般の
inputに対して物事を考える必要がある．Theorem 4.2の証明は次の lemma
を示すことで完結する．
Lemma 4.8. fj, hj : Rnj → R≥0は

∫
Rnj fj =

∫
Rnj hj を満たすものとする．

このとき，
ΛR(f1, . . . , fm) ≥ RBLg(L, c)

2ΛF (h1, . . . , hm) (4.19)

が成立する．

まずは証明の前に，この Lemma 4.8が Theorem 4.2を導くことを確認して
おく．

Proof of Lemma 4.8 ⇒ Theorem 4.2. 正規化を考えれば明らかに

RBL(L, c) = inf
fj :

∫
fj=1

ΛR(f1, . . . , fm), BL(L, c) = sup
hj :

∫
hj=1

ΛF (h1, . . . , hm)

である．したがって，(4.19)に対して inffj :
∫
fj=1と suphj :

∫
hj=1をとることで，

RBL(L, c) ≥ RBLg(L, c)
2BL(L, c)

が従う．他方で定義より明らかに　

RBL(L, c) ≤ RBLg(L, c), BL(L, c) ≥ BLg(L, c)

なのでCorollary 4.7 - (4.13)を用いて，

RBLg(L, c) ≥ RBL(L, c) ≥ RBLg(L, c)
2BL(L, c) ≥ RBLg(L, c)

2BLg(L, c)

= RBLg(L, c)
2RBLg(L, c)

−1 (∵ (4.13))

= RBLg(L, c)

がわかり，これは以上の不等式がすべて等号であったことを意味する．これ
でTheorem 4.2の証明は完了する．

これで後は Lemma 4.8を示すのみとなった．
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4.4 Lemma 4.8の証明（mass transport method）

Lemma 4.8はmass transport methodと呼ばれる手法で証明できる．そのた
め，以下の道具を準備する．
Theorem 4.9 (Brenier mapping [19, 20], improved version [29, 30]).

∫
Rn f =∫

Rn hを満たす f, h : Rn → R≥0に対して，∃ϕ : Rn → R: convex function s.t.∫
Rn

b(∇ϕ(x))f(x) dx =

∫
Rn

b(x)h(x) dx, ∀b : Rn → R≥0.

特にこの convex potential ϕは，Monge-Ampére方程式

det (∇2ϕ(x))f(∇ϕ(x)) = h(x) (4.20)

の generalized solutionになる．

この結果を用いる際に strong solutionであったほうが都合がよいので，次の
結果も引用しておく．
Theorem 4.10 (Caffarelli [22]).

仮定 : f, h : Rn → R≥0 に対し，Ωf := {f > 0},Ωh := {h > 0} ⊂ Rn:
bounded domainで，f, f−1 ∈ L∞(Ωf ) and h, h−1 ∈ L∞(Ωh)，さらに
Ωh: convexで f, h: Lipschitzとする．

主張 : このとき，Theorem 4.9のBrenier mapping ϕはC2-級．

これらの道具を用いてLemma 4.8の証明を完成させよう．まず，適当に近似
することで fjは f 0

j : Lipschitz on Rnによって fj = f 0
j |Ωfj

と書け，Ωfj : open

Euclidean ballとしてよい（詳細はもと論文 [5]を参照）．また，hj も同様．
これによって，fj, hjらはそれぞれTheorem 4.10の仮定を満たすのでBrenier
mapping ϕj : Rnj → R, C2-級がとれ

det (∇2ϕj(yj))fj(∇ϕj(yj)) = hj(yj), (yj ∈ Rnj) (4.21)
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が成立する．これと∏m
j=1 hj ◦ Ljのサポートが

⋂m
j=1 L

−1
j (Ωhj

)であることを
踏まえて，

ΛF (h1, . . . , hm)

=

∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

hj(Lj(x))
cj dx

=

∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

[
det (∇2ϕj(Lj(x)))fj(∇ϕj(Lj(x)))

]cj dx (∵ (4.21))

=:

∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

[
det (dTj(Lj(x)))fj(Tj ◦ Lj(x))

]cj dx, (Tj := ∇ϕj)

がわかる．そこで，
m∏
j=1

det (dTj(Lj(x)))
cj

を評価したいところだが，xを fixして考えると dTj(Lj(x)) =: Aj は各 (k, l)
成分が ∂l∂lϕj(Lj(x))で与えられる対称行列であった．さらにこの

m∏
j=1

det (dTj(Lj(x)))
cj =

m∏
j=1

det (Aj)
cj

は (4.7)を彷彿とさせる．そこで，Aj := dTj(Lj(x))がpositive definiteになれ
ばしめたものである．まずTjの定義から dTj(Lj(x)) = ∇2ϕj(Lj(x)): Hessian
of ϕjでϕjはΩhj

でconvexかつC2-級であった．よって多変数関数の凸性に関す
る事実4より，少なくとも dTj(Lj(x)): semi-positive definite (∀x ∈ L−1

j (Ωhj
))

がわかる．また dTj(Lj(x)) := ∇2ϕj(Lj(x))であることと (4.21):

det (∇2ϕj(Lj(x)))fj(∇ϕj(Lj(x))) = hj(Lj(x))

を思い返せば，∀x ∈ L−1
j (Ωhj

)に対し hj(Lj(x)) > 0だったので
det (dTj(Lj(x))) = det (∇2ϕj(Lj(x))) > 0, (∀x ∈ L−1

j (Ωhj
))

となり，実際に dTj(Lj(x)): positive definiteがわかる．よって
Aj := dTj(Lj(x)) ∈ S+(Rnj), (∀x ∈ L−1

j (Ωhj
)) (4.22)

4つまり，C2-級関数 ϕ : Rn → Rが Ω ⊂ Rn: convex domain上で convex ⇔ ∀x ∈ Ω◦,
∇2ϕ(x): Hessian of ϕ at xが semi-positive definite.
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がしたがう．すると (4.7)と (4.13)より
m∏
j=1

det (dTj(Lj(x)))
cj = BL(L, c;gA)

2det (
m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj) (∵ (4.7))

≤ BLg(L, c)
2det (

m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj)

= RBLg(L, c)
−2det (

m∑
j=1

cjL
∗
jAjLj) (∵ (4.13))

where Aj := dTj(Lj(x)).

この評価を片手にΛF (h1, . . . , hm)の評価に戻ると
ΛF (h1, . . . , hm)

≤RBLg(L, c)
−2

×
∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

fj(Tj ◦ Lj(x))
cjdet (

m∑
j=1

cjL
∗
j(dTj(Lj(x)))Lj) dx

ここで
dΘ(x) =

m∑
j=1

cjL
∗
j(dTj(Lj(x)))Lj

となるようにΘ :
⋂m

j=1 L
−1
j (Ωhj

) ⊂ Rn → Rnをとれると，

det (
m∑
j=1

cjL
∗
j(dTj(Lj(x)))Lj)

はΘによる変数変換のヤコビアンに思えてくる．それには

Θ(x) :=
m∑
j=1

cjL
∗
j(Tj ◦ Lj(x))

ととればよいであろう5．すると
yj(x) = Tj ◦ Lj(x)

5実際，一般に S : Rn → Rk, T : Rk → Rl が

S(x) = (s1(x), . . . , sk(x)), T (y) = (t1(y), . . . , tl(y)), (x ∈ Rn, y ∈ Rk)
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と書くとReverse Brascamp-Lieb不等式の supの条件

Θ(x) =
m∑
j=1

cjLj(yj(x)) (4.24)

と表されるとき，チェインルールより T ◦S(x) = (t1(S(x)), . . . , tl(S(x)))の微分の (i, j)-成
分は

(d[T ◦ S](x))ij
=∂j [ti ◦ S](x)

=
∂ti
∂y1

(S(x)) · ∂s1
∂xj

(x) +
∂ti
∂y2

(S(x)) · ∂s2
∂xj

(x) + · · ·+ ∂ti
∂ym

(S(x)) · ∂sm
∂xj

(x)

=
( ∂ti
∂y1

(S(x)),
∂ti
∂y2

(S(x)), · · · , ∂ti
∂ym

(S(x))
)
·
(∂s1
∂xj

(x),
∂s2
∂xj

(x), · · · , ∂sm
∂xj

)
(1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ n)

で最後の形は dF (S(x))の i行と dS(x)の j 列の内積をしている．したがって，

d[T ◦ S](x) = dF (S(x)) ◦ dS(x) (4.23)

が分かる．よって，L : Rn → Rn: linearに対して

dL(x) = L, (x ∈ Rn)

であることに注意して，T = Tj，S = Lj に対し (4.23)をあてがうと

dΘ(x) =

m∑
j=1

cjL
∗
j (d[Tj ◦ Lj ](x)) =

m∑
j=1

cjL
∗
j (dTj(Lj(x)))Lj

がわかる．
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が成立していることがわかる．なのでΛF (h1, . . . , hm)に戻ると

ΛF (h1, . . . , hm)

≤RBLg(L, c)
−2

∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

fj(Tj ◦ Lj(x))
cjdet (

m∑
j=1

cjL
∗
j(dTj(Lj(x)))Lj) dx

=RBLg(L, c)
−2

∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

m∏
j=1

fj(yj(x))
cjdet (dΘ(x)) dx (∵ definition of Θ)

≤RBLg(L, c)
−2

×
∫
∩m

j=1 L
−1
j (Ωhj

)

sup
yj∈Rnj :Θ(x)=

∑m
j=1 cjL

∗
j (yj)

m∏
j=1

fj(yj)
cjdet (dΘ(x)) dx

(∵ yj(x) satisfies (4.24)).

よってあとは変数変換
x 7→ x̃ := Θ(x)

ができればよさそうである．それには

Θ :
m⋂
j=1

L−1
j (Ωhj

) ⊂ Rn → Rn

が単射であることを確認しておかないといけない．これは次の事実 “dF : pos-
itive definite ⇒ F : 単射” を使うと確認できる．実際，(4.22)で確認したよ
うに各 xにつき dTj(Lj(x))は positive definiteであった．よって (4.6)の注意
から dΘ(x): positive definiteで特にΘは単射であることがわかる．

何がともあれ，これで安心して変数変換ができ

ΛF (h1, . . . , hm) ≤ RBLg(L, c)
−2

∫
Rn

sup
yj∈Rnj :x̃=

∑m
j=1 cjL

∗
j (yj)

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx̃

=: RBLg(L, c)
−2ΛR(f1, . . . , fm).
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コメント� �
• ここで用いた mass transport methodのベーシックなアイデアは
Bartheのひとつ前の論文 [4]にある．というのも [4]ではTheorem
4.2を rank-1の場合，つまり n1 = · · · = nm = 1の特別な場合に証
明しており，またそこでは証明が幾分シンプルである．

• Barthe-Cordero-Erausquin[7] に お い て ，rank-1 の reverse
Brascamp-Lieb 不等式の別証明が heat flow を用いて証明され
ている．

• 一般の場合の reverse Brascamp-Lieb不等式の heat flowによる証明
は [8]のTheorem 4にある．� �
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5 Mass transportation methodを用いた rank-

1 Brascamp-Lieb不等式の証明

Section 4での一般の場合の reverse Brascamp–Lieb不等式の証明は，2次形
式など色々と複雑であったが，rank-1の場合に限れば，それらの技術的な困
難はなくなり，証明のアイデアが見やすくなる．そこで，Barthe [4]あるいは
[15]に基づき，mass transportation methodを用いた rank-1 Brascamp-Lieb
不等式の証明を以下に与える．

5.1 Forward rank-1 Brascamp-Lieb via mass transport
method

Geometric BL data つまり
m∑
j=1

cj|uj〉〈uj| = IdRn

を満たす cj ∈ (0,∞)と uj ∈ Sn−1を考え，∫
Rn

m∏
j=1

fj(〈uj, x〉)cj dx ≤
m∏
j=1

( ∫
R
fj
)cj (5.1)

を示そう．

次は線形代数だが，大事な lemmaになる．
Lemma 5.1. cj ∈ (0,∞)と uj ∈ Sn−1は例の如く，geometricつまり

m∑
j=1

cj|uj〉〈uj| = IdRn

を満たすとする．このとき，

1. t1, . . . , tm > 0に対し，
m∏
j=1

t
cj
j ≤ det

( m∑
j=1

tjcj|uj〉〈uj|
)

(5.2)

59



が成立する．
2. τ1, . . . , τm ∈ Rに対し，∣∣ m∑

j=1

τjcjuj

∣∣2 ≤ m∑
j=1

cjτ
2
j (5.3)

という，ある種のピタゴラスの定理が成立する．

Proof. (5.2)は，線形代数のCauchy–Binet formulaを用いて証明できる．そ
の証明は全く自明ではないが，[5]にあるので，ここでは省略する．(5.3)の
アイデアを以下に与えておく．実はGeometric条件のおかげで
m∑
j=1

cj|τj|2−
∣∣ m∑
j=1

τjcjuj

∣∣2 = m∑
j=1

cj|〈uj, wj−w〉|2, wj := τjuj, w :=
m∑
j=1

cjτjuj

(5.4)
が成立することを確認できる（右辺を展開してみるとよい）．したがって cj > 0
なので

m∑
j=1

cj|τj|2 −
∣∣ m∑
j=1

τjcjuj

∣∣2 ≥ 0

となり (5.3)がわかる．なお，この identityには，heat flowによる証明でも
使われる大事な補題である．

fj は正規化を踏まえ
∫
R fj = 1としてよい．g∗(t) := e−πt2 とすると ∫

g∗ = 1
なので，Theorem 4.9のBrenier mappingを念頭に，各 jにつき Tj : R → R
を ∫ t

−∞
fj(s) ds =

∫ Tj(t)

−∞
g∗(s) ds (5.5)

を満たすようにとる．すると両辺を微分すると，微積分の基本定理から
fj(t) = g∗(Tj(t))T

′
j(t), t ∈ R (5.6)

が従う（ここで Brenier mappingの regularity等の詳細は無視して議論をし
ている6）．このとき，fj, g∗ > 0より (5.6)から T ′

j > 0が成立していること
6状況が特殊なので，Brenier mappingの regularityは比較的基本的な方法で得ることが

できる．
∫ ·

−∞
g∗(s)ds の逆写像は C∞ である．f は可積分なので，絶対連続であり，特に∫ ·

−∞
f(s)ds は微分可能である．よって，ほとんどいたるところ Tj は微分可能である．
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に注意．すると，(5.1)の左辺は∫
Rn

m∏
j=1

fj(〈uj, x〉)cj dx =

∫
Rn

m∏
j=1

g∗(Tj(〈uj, x〉))cj · T ′
j(〈uj, x〉)cj dx

=

∫
Rn

e−π
∑m

j=1 cj |Tj(⟨uj ,x⟩)|2
m∏
j=1

T ′
j(〈uj, x〉)cj dx.

ここでまず，荷重のファクターに対して (5.2)の不等式を tj = T ′
j(〈uj, x〉)で

適用し
m∏
j=1

T ′
j(〈uj, x〉)cj ≤ det

( m∑
j=1

cjT
′
j(〈uj, x〉)|uj〉〈uj|

)
を得るがここから，適切な変数変換を導く写像が作れそうである．つまり，

dΘ(x) =
m∑
j=1

cjT
′
j(〈uj, x〉)|uj〉〈uj| (5.7)

ようにΘ : Rn → Rnを選べばよいであろう．それには Lj = 〈uj| : Rn → R
としたとき L∗

j = |uj〉 : R → Rnで
m∑
j=1

cjT
′
j(〈uj, x〉)|uj〉〈uj| =

m∑
j=1

cjL
∗
j(T

′
j(Lj(x)))Lj

となっていることに気づけば，

Θ(x) :=
m∑
j=1

cjL
∗
j(Tj ◦ Lj(x)) =

m∑
j=1

cjTj(〈uj, x〉)uj

ととることで (5.7)を達成できる（(4.24)の上の方の計算と同じ）．つまり，
これらの話から∫

Rn

m∏
j=1

fj(〈uj, x〉)cj dx ≤
∫
Rn

e−π
∑m

j=1 cj |Tj(⟨uj ,x⟩)|2det (dΘ(x)) dx

がわかる．さらに，指数関数の肩にある量について uj に対するピタゴラス
(5.3)を τj = Tj(〈uj, x〉)で用いると

m∑
j=1

cj|Tj(〈uj, x〉)|2 ≥
∣∣ m∑
j=1

cjTj(〈uj, x〉)uj

∣∣2 = |Θ(x)|2
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であることがわかるので，∫
Rn

m∏
j=1

fj(〈uj, x〉)cj dx ≤
∫
Rn

e−π|Θ(x)|2det (dΘ(x)) dx

である．あとは，Θ : Rn → Rnが単射であることなどを確認して変数変換す
れば∫

Rn

m∏
j=1

fj(〈uj, x〉)cj dx ≤
∫
Rn

e−π|Θ(x)|2det (dΘ(x)) dx =

∫
Rn

e−π|y|2 dy = 1

として (5.1)が従う．

5.2 Reverse rank-1 Brascamp-Lieb via mass transport
method

Lj = 〈uj|に対し，L∗
j = |uj〉 : R 3 µ 7→ µuj ∈ Rnであったので，目標は∫

Rn

sup
yj∈R:x=

∑m
j=1 cjyjuj

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx ≥

m∏
j=1

( ∫
R
fj
)cj (5.8)

を示すことになる．再び正規化して ∫
R fj = 1とする．そこで今度は (5.5)と

は逆むきの Sj : Rn → Rnつまり∫ t

−∞
g∗(s) ds =

∫ Sj(t)

−∞
fj(s) ds

を満たすようにとる．すると両辺を微分して
g∗(t) = fj(Sj(t)) · S ′

j(t), t ∈ R (5.9)

が成立する．7これを踏まえ変数変換を試みるがまず，geometric condition
m∑
j=1

cj|uj〉〈uj| = IdRn

7状況が特殊なので，Brenier mappingの regularityは比較的基本的な方法で得ることが
できる．fj の代わりに，(1− ε)fj + g∗を考えることにして，ほとんどいたるところ fj > 0

を仮定してよい．すると
∫ ·

−∞
fj(s)ds は狭義単調増加でほとんどいたるところ微分が存在

する．よって，Sj もほとんどいたるところ微分可能である．
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より
|z|2 = 〈z,

( m∑
j=1

cj|uj〉〈uj|
)
z〉 =

m∑
j=1

cj|〈uj, z〉|2, z ∈ Rn

が成立していることに注意して，

1 =

∫
Rn

e−π|z|2 dz =

∫
Rn

e−π
∑m

j=1 cj |⟨uj ,z⟩|2 dz

=

∫
Rn

m∏
j=1

(
e−π|⟨uj ,z⟩|2

)cj dz =

∫
Rn

m∏
j=1

g∗(〈uj, z〉)cj dz.

そこで

1 =

∫
Rn

m∏
j=1

fj(Sj(〈uj, z〉))cj · S ′
j(〈uj, z〉)cj dz (∵ (5.9))

≤
∫
Rn

( m∏
j=1

fj(Sj(〈uj, z〉))cj
)
· det

( m∑
j=1

cjS
′
j(〈uj, z〉)|uj〉〈uj|

)
dz (∵ (5.2)).

よって前回のようにΘ : Rn → Rnを

dΘ(z) =
m∑
j=1

cjS
′
j(〈uj, z〉)|uj〉〈uj|

となるように，つまり

Θ(z) =
m∑
j=1

cjSj(〈uj, z〉)uj

にとる．するとこのとき，yj = Sj(〈uj, z〉)に対して reverse Brascamp–Lieb
不等式の条件

Θ(z) =
m∑
j=1

cjyjuj

が成立するので，
m∏
j=1

fj(Sj(〈uj, z〉))cj ≤ sup
yj∈R:Θ(z)=

∑m
j=1 cjyjuj

m∏
j=1

fj(yj)
cj .
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これを踏まえて，最終的にΘ(z) = xで変数変換をして

1 ≤
∫
Rn

( m∏
j=1

fj(Sj(〈uj, z〉))cj
)
· det

( m∑
j=1

cjS
′
j(〈uj, z〉)|uj〉〈uj|

)
dz

=

∫
Rn

( m∏
j=1

fj(Sj(〈uj, z〉))cj
)
· det

(
dΘ(z)

)
dz

≤
∫
Rn

sup
yj∈R:Θ(z)=

∑m
j=1 cjyjuj

( m∏
j=1

fj(yj)
cj
)
· det

(
dΘ(z)

)
dz

=

∫
Rn

sup
yj∈R:x=

∑m
j=1 cjyjuj

m∏
j=1

fj(yj)
cj dx.

5.3 Rank-1 BLとYoungの不等式のより明示的な関係

rank-1 BLの詳細に立ち入ったので，オマケとして rank-1 BLがシャープな
Youngの不等式を含んでいることを見ておこう．なお以下では1次元のYoung
の不等式のみを考えるが（というのも rank-1 BLは高次元の Youngの不等
式を含まないので），高次元のシャープなYoungの不等式は 1次元のものか
ら従う（Beckner [10]の tensor trick）．なお Bennett-Bez [11]でシャープな
Youngの不等式の高次元かつ直接的な heat flowによる証明がある．
Claim 5.2. Rank-1 Brascamp-Liebは特別な場合として，シャープなYoung
の不等式:

∑3
j=1

1
pj

= 2, and p1, p2, p3 ≥ 1に対し，
∫
R2

f1(x− y)
1
p1 f2(x)

1
p2 f3(y)

1
p3 dxdy ≤ Cp⃗

3∏
j=1

( ∫
R
fj
) 1

pj (5.10)

を含んでいる．ここでCp⃗はBeckner constant，正確な形は [10]参照．

Proof. 以下の話は Barthe [6]に基づく．まず，指数 p1, p2, p3 > 1を fixする
（pj = 1 for some jの場合はCp⃗ = 1なのでここでは考える必要はない）．ま
ず，∑3

j=1 1/pj = 2より
(√p3

p′2

)2
+
(√p3

p′1

)2
= p3

(
2− 1

p1
− 1

p2

)
= 1

64



が成立していることに気づく．すると θ ∈ [0, 2π]で

cos θ =

√
p3
p′2
, sin θ =

√
p3
p′1

を満たすものがとれる．これを踏まえて，変数変換

y 7→ ỹ := cos θy, x 7→ x̃ :=
x− cos θỹ

sin θ

を施すと8

L.H.S of (5.10)

=Cθ

∫
R2

f1(
sin θ

cos θ
(cos θx̃− sin θỹ))

1
p1 f2(sin θx̃+ cos θỹ)

1
p2 f3(

ỹ

cos θ
)

1
p3 dxdy

=:Cθ

∫
R2

g1(cos θx̃− sin θỹ)
1
p1 g2(sin θx̃+ cos θỹ)

1
p2 g3(ỹ)

1
p3 dxdy,

where

g1 := f1(
sin θ

cos θ
·), g2 := f2, g3 := f3(

·
cos θ

).

そこでRθを θ-回転行列つまり

Rθ :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
とおくと，

L.H.S of (5.10) = Cθ

∫
R2

g1(〈e1, Rθ(x̃, ỹ)〉)
1
p1 g2(〈e2, Rθ(x̃, ỹ)〉)

1
p2 g3(ỹ)

1
p3 dxdy.

よってさらに

Rθ(x̃, ỹ) = (u1, u2) i.e. (x̃, ỹ) =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
(u1, u2)

8このとき

x− y = sin θx̃+ cos θỹ − ỹ

cos θ
= sin θx̃+

cos2 θ − 1

cos θ
ỹ = sin θx̃− sin2 θ

cos θ
ỹ =

sin θ

cos θ
(cos θx̃− sin θỹ)
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で変換して (u = (u1, u2))

L.H.S of (5.10)

=Cθ

∫
R2

g1(〈e1, u〉)
1
p1 g2(〈e2, u〉)

1
p2 g3(〈− sin θe1 + cos θe2, u〉)

1
p3 du1du2.

つまり
a1 := e1, a2 := e2, a3 := − sin θe1 + cos θe2

とおいて

L.H.S of (5.10) = Cθ

∫
R2

g1(〈a1, u〉)
1
p1 g2(〈a2, u〉)

1
p2 g3(〈a3, u〉)

1
p3 du

となり rank-1 BLに帰着する．なお，a3 ∈ S1は e2軸からさらに θ回転させ
たベクトルである．
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