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1. まえがき

非線形回路，あるいはそれを区分的線形近似すること

によって得られる区分的線形回路のすべての直流解を求

める効率的かつ実用的なアルゴリズムを確立することは，

集積回路設計における重要な未解決問題の一つである．こ

の問題は変数の数の増加とともに計算時間が指数関数的

に増大する，本質的に難しい（NP困難と呼ばれる）問題

である．この問題に対してこれまでに様々なアルゴリズム

が提案されているが [1]～ [14]，この分野の近年の発展は

極めて顕著で，特に最近のアルゴリズムでは数千～数万

変数クラスの大規模非線形方程式の全解探索にも成功し

ている [11], [13]．しかしこれらのアルゴリズムは実装の

際に高度な専門知識と複雑なプログラミングを必要とす

るため，初心者や非専門家には敷居の高い方法であった．

そこで本研究では，初心者でも簡単に実装することの

できる，実現容易な区分的線形回路の全解探索法を提案

する．本手法は区分的線形回路を記述する区分的線形方

程式を混合整数計画問題へと定式化し，それに GLPK，

SCIP，CPLEXといった優れた整数計画法のソフトウェ

アを適用するものである．このようなアプローチは近年

の整数計画法の驚異的発展により初めて可能となったも

ので，初心者でも複雑なプログラムを作ることなく，簡単

に全解探索を行うことができる．また計算効率の点でも，

提案手法は混合整数計画問題という難しい問題を解いて

いるが，整数計画法のソフトウェアが高性能であるため，

実用的な計算時間で全解探索を行うことができる．

2. 対象とする問題

n個の区分的線形抵抗を含む抵抗回路は，一般に次のよ

うな形の区分的線形方程式で記述することができる [1]．

f(x)
4
= Pg(x) + Qx− r = 0 (1)

ただし，x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn は区分的線形抵抗
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図 1 区分的線形関数

の枝電圧または枝電流を要素とする n次元変数ベクトル，

g(x) = [g1(x1), g2(x2), · · · , gn(xn)]T はこれらの抵抗の

特性を表すRnからRnへの区分的線形関数（ただし各成

分は一変数），P，Qは回路の構造によって決まる n× n

定数行列，r は電源の値によって決まる n次元定数ベク

トルである．また，f(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fn(x)]T と

する．

区分的線形関数 gi(xi) はすべて K 本の線分からなる

ものとする．f(x) は変数分離性が成り立っているため，

f(x)が線形である領域は n次元直方体となり，線形領域

の総数は Kn 個となる．本研究では，このような Kn 個

の線形領域からなる初期領域D = ([l1, u1], · · · , [ln, un])T

に存在する式 (1)のすべての解を求める問題を考える．

3. 0-1変数を用いた区分的線形関数の表現

0-1 変数を用いて区分的線形関数を表現する方法には

様々な方法があるが，本章では古くから提案されている

方法について述べる [15]．

変数 xi に対する初期領域の区間を [li, ui]とする．また

区分的線形関数 gi(xi)の分点を li = ai0 < ai1 < · · · <

aiK = ui とし，各分点での区分的線形関数 gi(xi)の値を

bij = gi(aij)とする（図 1参照）．

このとき正の補助変数 δij (i = 1, 2, · · · , n; j =

1, 2, · · · ,K) を導入することにより，小区間 [aij−1, aij ]



内の xi は次のように表現できる．

xi = aij−1 + δij (2)

ただし，0 <= δij <= ∆ij (∆ij
4
= aij − aij−1)である．同

様に，gi(xi)は次のように表現できる．

gi(xi) = bij−1 +
bij − bij−1

aij − aij−1
δij (3)

bij − bij−1

aij − aij−1
は小区間 [aij−1, aij ] 内での区分的線形関数

の傾きである．これを区間 [li, ui]全体に拡張すると，式

(2), (3)はそれぞれ

xi = ai0 +
K∑

j=1

δij , i = 1, 2, · · · , n (4)

gi(xi) = bi0 +
K∑

j=1

bij − bij−1

aij − aij−1
δij ,

i = 1, 2, · · · , n (5)

と表現される．ここで xi が第 j 番目の小区間 [aij−1, aij ]

内の値を表すためには，各 iについて δik = ∆ik (k < j)，

δik = 0 (k > j)である必要がある．この条件を満たすた

めに 0-1変数 µij (i = 1, 2, · · · , n; j = 0, 1, 2, · · · ,K)を

導入し，以下のような制約を与える．

∆i1µi1 <= δi1 <= ∆i1µi0

...

∆ij−1µij−1 <= δij−1 <= ∆ij−1µij−2

∆ijµij <= δij <= ∆ijµij−1

∆ij+1µij+1 <= δij+1 <= ∆ij+1µij

...

∆iKµiK <= δiK <= ∆iKµiK−1,

µi0 = 1, µiK = 0 i = 1, 2, · · · , n.

(6)

このように補助変数を導入することにより，区分的線形関

数 gi(xi)を補助変数 δij，0-1変数 µij，線形式 (4)～(6)

を用いて表現することができる．

4. 整数計画法を用いた全解探索法

区分的線形回路を表す混合方程式 (1)に対して，補助変

数 yi (i = 1, 2, · · · , n)を導入し yi = gi(xi)とおくと，式

(1)は式 (4), (6)及び

Py + Qx− r = 0

yi = bi0 +
K∑

j=1

bij − bij−1

aij − aij−1
δij ,

i = 1, 2, · · · , n

(7)

で表すことができる．ここで式 (4), (6), (7)を制約条件

とした，以下のような混合整数計画問題を考える．

最大化：任意の定数

制約条件：

Py + Qx− r = 0

xi = ai0 +
K∑

j=1

δij

yi = bi0 +
K∑

j=1

gi(xij)− gi(xij−1)
xij − xij−1

δij

∆i1µi1 <= δi1 <= ∆i1
...

∆ij−1µij−1 <= δij−1 <= ∆ij−1µij−2

∆ijµij <= δij <= ∆ijµij−1

∆ij+1µij+1 <= δij+1 <= ∆ij+1µij
...

0 <= δiK <= ∆iKµiK−1

(8)

混合整数計画問題 (8)の制約条件は式 (1)及び x ∈ D と

等価であるため，混合整数計画問題 (8)のすべての解を求

めることにより，区分的線形回路のすべての解を得るこ

とができる．

5. 数 値 例

本章では，非商用のソフトウェアであるGLPKとSCIP，

アカデミックフリーの CPLEXを用いていくつかの数値

実験結果を示し，本手法の有効性を検証する．

なお測定の際に，SCIPの count関数と CPLEXの解

プール機能を利用した．count関数とは混合整数計画問題

の実行可能解の数を数えあげる関数であり，解プールと

は混合整数計画問題の制約条件を満たす解を求め，保存

する機能である．

例 1：トンネルダイオード回路

文献 [7], [8]～ [11], [13], [20]～ [23] で例題として解かれ

ている n個のトンネルダイオードを含む区分的線形回路

を考える．非線形関数を近似する区分的線形関数の線分数



表 1 例 1 における計算時間の比較（秒）

n
整数計画問題の規模

解
計算時間（秒）

変数の数 0-1変数の数 制約式の数 GLPK SCIP CPLEX

10 210 90 210 9 1 0.3 0.2

20 420 180 420 9 7 1 0.8

30 630 270 630 9 20 2 1

40 840 360 840 9 29 2 0.2

50 1050 450 1050 9 132 8 1

60 1260 540 1260 9 211 8 2

70 1470 630 1470 9 374 8 5

80 1680 720 1680 9 328 6 3

90 1890 810 1890 9 681 46 21

100 2100 900 2100 9 807 40 8

...
...

...
...

...
...

...
...

150 3150 1350 3150 11 37542 148 60

200 4200 1800 4200 9 > 1 day 537 67

250 5250 2250 5250 9 > 1 day 756 94

300 6300 2700 6300 11 > 1 day 4599 158

350 7350 3150 7350 9 > 1 day 3634 205

400 8400 3600 8400 3 > 1 day 7354 332

450 9450 4050 9450 3 > 1 day 13176 1119

500 10500 4500 10500 3 > 1 day 42516 315

はK = 10とした．この回路に対し，本手法を適用したと

きの得られた解の個数と計算時間を表 1 に示す．本手法

は nが数百程度までの問題を数分から数時間という実用

的な計算時間で解いていることが分かる．例えば n = 500

の場合，解くべき混合整数計画問題は約 1万変数／制約に

なるが，整数計画法のソフトウェアが非常に高性能である

ため，実用的な計算時間で全解探索を行うことができる．

例 2：トランジスタ回路

文献 [13], [20]～ [23]などで例題として解かれているトラ

ンジスタ回路に対して，本手法を適用したときの結果を表

2に示す．ただし初期領域を ([−20, 0.5], · · · , [−20, 0.5])T

とし，非線形関数を近似する区分的線形関数の線分数は

K = 10 とした．この程度の規模の回路なら，本手法は瞬

時にすべての解を求めることができる．またこのような

非線形性の強い問題に対しても，本手法は頑強な性質を

示すことが分かる．

例 3：特性曲線解析

本手法を利用することにより特性曲線の解析を行うこ

とができる．変数の数 nに対して方程式の数が n − 1の

方程式を混合整数計画問題へ定式化しそれを全解探索す

表 2 例 2 における計算時間の比較（秒）

回路 解
計算時間（秒）

GLPK SCIP CPLEX

[21]の図 3 9 0.8 0.4 0.2

[21]の図 4 3 0.6 0.2 0.06

[21]の図 5 11 49 0.4 0.08

[21]の図 6 1 18 4 1

る．解が得られた線形領域は解曲線が通過する線形領域

なので，解が含まれる線形領域をすべて求めることで特

性曲線を求めることができる．例として文献 [24]で扱わ

れている回路に手法を適用する．分割数K = 150の場合

に得られた特性曲線を図 2に示す．計算時間は 14秒であ

り，十数秒程度で元の特性曲線が認識できる精度の特性

曲線が得られることが分かる．

6. む す び

本研究では，整数計画法を用いた区分的線形回路の実現

容易な全解探索法を提案した．提案手法は区分的線形回

路のすべての解を，数秒～数時間という実用的な計算時

間で求めていることが分かる．この手法は近年の整数計

画法の驚異的発展により初めて可能となったもので，複
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図 2 特性曲線解析

雑なプログラムを作ることなく，初心者でも簡単に区分

的線形回路の全解探索を行うことができる．また計算効

率の点でも，最近の整数計画法のソフトウェアが非常に

高性能であるため，実用的な計算時間で全解探索を行う

ことができる．
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