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1. ま え が き

相補性理論の応用の一つに，区分的線形回路の解析が挙

げられる．文献 [1], [2]では線形相補性問題を一般化した

一般線形相補性問題で区分的線形回路を記述することで，

解集合の個数が無限となるような広範囲クラスの区分的

線形回路を解析することが可能となっている．

線形相補性問題は本質的に難しい問題に分類され，この

問題に対して様々な手法が提案されてきた [3]– [5]．しか

し，それらのアルゴリズムはインプリメントの際に複雑

なプログラミングや専門知識を必要とするため敷居の高

い手法である．また線形相補性問題を解くソフトウェア

も現在存在しない．もし既存のソルバーを使用し簡単に

線形相補性問題の解を導出することができれば広く使わ

れる可能性がある．

そこで本研究では一般線形相補性問題を対象に，整数

計画ソルバーを用いた実現容易なアルゴリズムを考える．

本手法は近年の整数計画ソルバーの驚異的発展を背景

に [7]– [9]，一般線形相補性問題を等価な整数計画問題に

線形相補性記述し，既存の整数計画ソルバーを適用する

手法を提案する．これにより簡単に一般線形相補性問題

を解くことができ，区分的線形回路の解析を行うことが

できる．

2. 相補性条件を用いた区分的線形関数の表現

本章では一般線形相補性問題を区分的線形回路と関連

付けるため，基礎となる相補性条件を用いた区分的線形

関数の表現方法を説明する．まず始めに実数 xを用いて

以下のような表現を導入する．

x+ = max(x, 0), x− = max(−x, 0) (1)

次に図 1のようなRn における区分的線形関数について

考えてみる．n+1個の折れ点を表す x0, x1, · · · , xn及び

= n
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図 1 区分的線形関数及びパラメーター λ の配置

方向を表す x+∞ 及び x−∞ を導入すると図 1は次のよう

に表現することができる．

x = x0 + x−∞ · λ− + (x1 − x0) · λ+

+
n∑

k=2

(xk − 2xk−1 + xk−2) · λ+
k−1

+(x+∞ − xn + xn−1) · λ+
n

λ+
j − λ−

j = λ+ − λ− − j

λ+, λ−, λ+
j , λ

−
j ≥ 0

λ+ · λ− = 0, λ+
j · λ−

j = 0

j = 1 · · ·n

(2)

上記の式を区分的線形抵抗の表現に用いることにより

線形相補性問題と区分的線形回路を関連付けることがで

きる．

3. 一般線形相補性問題

本章では従来の線形相補性問題を広範囲クラスの区分

的線形回路に適用するために一般化した一般線形相補性

問題について説明する．一般線形相補性問題は以下のよ

うに表現される [1]．

Mw +Nz = q · α
w,z ≥ 0, α ≥ 0

wt · z = 0

(3)

ただし，M ∈ Rm×n, N ∈ Rm×n, q ∈ Rn であり，

w ∈ Rn, z ∈ Rn, α ∈ Rが解析対象である．



4. 整数計画問題

本章では本手法で用いる整数計画問題について説明す

る．最適化問題において，変数が整数値を取るという制

約がいくつかの変数に付いているとき，これを整数計画

問題と呼ぶ．

min/max cTx

subject to Ax ≥ b

xi ∈ {1, 0}
i ⊆ {1, · · · , n}

(4)

整数計画問題は，本質に難しい問題のクラスに属するた

め，少し前までは実用規模の問題を解くことは不可能と

されていた．しかし，最先端のアルゴリズムを実装した

最適化ソルバーの性能は飛躍的に進化しており，大規模

な問題が解けるようになっている [7]– [9]．整数計画問題

の解は既存の整数計画ソルバーを用いることで容易に求

めることができる．

5. 提 案 手 法

整数計画法を用いて一般線形相補性問題 (3)の解集合を

導出する手法を提案する．

5. 1 整数計画法を用いたアルゴリズム

整数計画ソルバーを用いて一般線形相補性問題の解集

合を得るためには，まず等価な整数計画問題に記述する．

記述した整数計画問題を解けば相補性条件を満たした解

候補を得ることができる．次に得られた解候補に対して，

extreme ray の判定を行うことにより式 (3) の解集合を

導出することができる．また回路特性を描写する場合は，

cross-complementary条件を使用し得られた解の隣接性

を調べる．以下の手順で解集合を導出し，回路の解析を

行う．ただし，本稿では誌面の都合上 Step 3の説明は割

愛する．

Step 1：解候補の列挙 式 (3)を整数計画問題に線形相補

性記述し全ての解候補 (相補性条件を満たす解)を列挙す

る．

Step 2：extreme rayの判定 Step 1で列挙した解候補が

extreme rayであるか判定する．回路特性を描写する際

(m < n)は Step 3に進む．

Step 3：解の隣接性 Step 2で導出した解集合に対し cross-

complementary条件を用いて解の隣接性を調べ，特性を

描写する．

5. 2 解候補の列挙

式 (3)を整数計画問題に記述するために式 (3)を制約式

とした整数計画問題を考える．相補性条件 wt · z = 0を

0-1変数を用いた変数分離されている等価な線形不等式に

記述し，式 (3)は以下のような整数計画問題に線形相補性

記述できる．

max
∑
l∈D

(wl + zl)

subject to Mw +Nz = q · α
wl ≤ Hµl

zl ≤ Htl

µl + tl ≤ 1

µl, tl ∈ {1, 0}, l ∈ D

(5)

ただし，Hは正の十分に大きな定数，D は w, z の添え

字集合とする．0-1変数 µl, tl により wl, zl のどちらか一

方が必ず 0となる相補性条件を表現している．式 (5)は

式 (3)と等価であるため，式 (5)の最適解が得られた際の

w, z 値が式 (3)の解候補となる．式 (5)の全ての解を求

めることにより式 (3)の解候補を列挙することができる．

5. 3 extreme rayの判定

Step 1で得られた解候補が extreme ray(0となる要素

が他の解に包括されていない)であれば式 (3)の解とみな

すことができる．extreme rayの判定を整数計画法を用い

て行うため以下の整数計画問題を用いる．

min
∑
l∈D

(µl + tl)

subject to
∑

l∈µ(θ)

µl +
∑

l∈t(θ)

tl + αθ · α

≥ (||µ(θ)||+ ||t(θ)||+ αθ) · ρθ
σ∑

θ=1

ρθ = 1

µl, tl, αθ, α, ρθ ∈ {0, 1}
θ = 1, 2, 3 · · · , σ

(6)

ただし，σ を解候補の個数，θ 番目の解候補において，
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図 2 例題 1 の区分的線形回路 ((b) は R の v − i 特性)

αθ を αの値，1の値をもつ µ, tの添え字集合をそれぞれ

µ(θ), t(θ) とする．||µ(θ)||, ||t(θ)|| をそれぞれの要素数
とする．上記の最適解が得られた際，ρの中で 1つだけが

ρθ = 1となり，θ 番目の解候補が extreme rayであると

判定することができる.解が得られ次第，その解を除外す

る制約式を追加していくことで式 (3)の解集合を導出する

ことができる．

6. 数 値 例

文献 [1]で紹介されている例題に対して本手法を適用し

た結果を示す．整数計画ソルバーにはSCIPを用いH=100

で解析を行った．

例題 1：図 2の区分的線形回路の解析を行う．図 2(b)の区

分的線形抵抗は式 (2)で表現でき，それを図 2(a)から導

出できる回路方程式に代入することにより以下の一般線

形相補性問題を生成することができる．

 1 0

−1 1

 λ−

λ−
1


+

 2 −3

1 −1

 λ+

λ+
1

 =

 1

1

 · α

λ−, λ−
1 , λ

+, λ+
1 , α ≥ 0

λ+ · λ− = λ+
1 · λ−

1 = 0

(7)

表 1 式 (7) の解集合

　 1 2 3

λ− 1 0 0

λ−
1 2 0.5 0

λ+ 0 0.5 2

λ+
1 0 0 1

α 1 1 1

i 1 0 -1

v -1 0 1
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図 3 区分的線形回路及び区分的線形抵抗の v − i 特性

式 (7)に対して本手法を適用した結果を表 1に示す．な

お，例題 1はm = nであるため Step 3は行わない．表 1

より 3つの解が導出されたことがわかる．また図 2(b)に

おいて交点に割り振られた数字は解の番号を示している．

　

例題 2：図 3 のような区分的線形回路の解析を行う．図

3(b)の区分的線形抵抗は式 (2)で表現し，ダイオード特

性も相補性条件を用いて以下のように表現できる． id

vd

 =

 λ+
d

−λ−
d


λ+
d , λ

−
d ≥ 0

λ+
d · λ−

d = 0

(8)

相補性条件を用いた素子特性を図 3(a)から導出される回

路方程式に代入すると以下の一般線形相補性問題を導出

することができる．



表 2 式 (9) の解集合

1 2 3 4 5 6 7 8

λ+ 0 0.5 2.5 3 4 0 0 100

λ+
1 0 0 1.5 2 3 0 0 100

λ+
2 0 0 0.5 1 2 0 0 100

λ+
3 0 0 0 0 1 0 0 100

λ+
4 0 0 0 0 0 0 0 100

λ+
d 1 0 0 1 1 0 0 0

λ− 0 0 0 0 0 0 100 0

λ−
1 1 0.5 0 0 0 0 100 0

λ−
2 2 1.5 0 0 0 0 100 0

λ−
3 3 2.5 0.5 0 0 0 100 0

λ−
4 4 3.5 1.5 1 0 0 100 0

λ−
d 0 0 0 0 0 100 0 0

α 1 1 1 1 1 0 0 0



2 −2 −2 2 0 1

1 −1 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0

1 0 0 −1 0 0

1 0 0 0 −1 0





λ+

λ+
1

λ+
2

λ+
3

λ+
4

λ+
d



+



0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0

−1 0 1 0 0 0

−1 0 0 1 0 0

−1 0 0 0 1 0





λ−

λ−
1

λ−
2

λ−
3

λ−
4

λ−
d


=



1

1

2

3

4


· α

λ+
i , λ

−
i ≥ 0, i = 1, · · · 4

λ+, λ−, λ+
d , λ

−
d , α ≥ 0

λ+ · λ− = λ+
1 · λ−

1 = λ+
2 · λ−

2

= λ+
3 · λ−

3 = λ+
4 · λ−

4 = λ+
d · λ−

d = 0

(9)

式 (9)に対して本手法を適用した結果を表 2に示す．表

2の解集合を用いることにより図 4の v − i特性を描写す

ることができる．

　

7. む す び

本研究は，一般線形相補性問題を用いた区分的線形回路

の解析に対し，実現容易性を考慮して整数計画法を適用

する手法を提案した．数値例では文献 [1]と同様の区分的

線形回路の解析結果が確認された．よって本手法を用い
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図 4 区分的線形回路及び区分的線形抵抗の v − i 特性

れば，簡単に一般線形相補性問題の解集合を導出し，区

分的線形回路を解析することができる．本稿では文献 [1]

同様二端子の区分的線形抵抗を含んだ回路への適用を行っ

たが，文献 [10]よりトランジスタなどを含む回路への適

用も可能である．
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