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研究背景

不動点は多くの分野において平衡や安定性を表す基本概念である。不動点理論は集合や写像の性質を研究する

本来の意味に加え、方程式の数値解法の原理、力学系やゲーム理論の研究へ応用されるなどその活用性は幅広い。

「問題の解」と「不動点」を同一視することで解を直接に求めるような困難な方法を使わずとも不動点への近似で

与えられるなど、不動点理論は様々な分野の問題に利用可能であるため、この理論を研究することは他分野の発

展にも繋がる有益さを持ち合わせている。

本論文では、一般 Banach 空間上の非拡大写像に焦点を当てて研究を行った。Lipschitz 定数の範囲を 1まで

許すことで写像が非可算無限個の不動点をとることができる。非拡大写像を用いてその不動点へ収束するような

iteration (反復法)を与えることができるが、これはコンパクト集合上で成り立つことが分かっている。非拡大写

像、非拡大写像族及び非拡大半群に対する各々の iteration の性質を調べ、これらの iteration に対してコンパク

ト性を除いた場合の研究結果をまとめた。

研究内容

以下、X を一般 Banach空間、�、�、�をそれぞれ自然数、有理数、実数全体とする。T を部分集合D ⊂ X から

X への写像とする。点 z ∈ Dが T の不動点であるとは、Tz = z を満たすことをいう。F (T ) := {z ∈ D : Tz = z}
を T の不動点集合とする。 T が非拡大であるとは、次の条件を満たすことをいう。

‖Tx1 − Tx2‖ ≤ ‖x1 − x2‖, x1, x2 ∈ D

これは Lipschitz 条件 ‖Tx1 − Tx2‖ ≤ k‖x1 − x2‖ における Lipschitz 定数 k = 1 の場合に相当する。非拡大写

像 T に対して次のような iteration (反復法)を定める。

x1 ∈ D, xn+1 = tnTxn + (1− tn)xn, {tn} ⊂ �, n ∈ � (1)

x1 ∈ D と {tn} ⊂ � が Condition A を満たすとは、次の 3条件を満たすことをいう。

(A1)
∞∑

n=1

tn = ∞ (A2) 0 ≤ tn ≤ b < 1, n ∈ � (A3) xn ∈ D, n ∈ �

{tn} が (0, 1) 内の自然数列ならば上記の条件 (A1)と (A2)を満たす。Iteration (1)が Condition A を満たすとき

Mann iteration という。コンパクト部分集合 C ⊂ X 上の非拡大写像 T に対してMann iteration {xn} ⊂ C は

T の不動点に強収束することが知られている。

定理 1 (Ishikawa). T をコンパクト部分集合 C ⊂ X から閉部分集合 D ⊂ X への非拡大写像とする。このとき、

x1 ∈ C と {tn} が Condition A を満たすならば、Mann iteration {xn} ⊂ C は T の不動点に収束する。
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部分集合D ⊂ X 上の可算無限個の可換非拡大写像族 {Tl : l ∈ �}に対して {λn} ⊂ (0, 1)をとり、{αn} ⊂ [0, 1/2]

が 0 = lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn, lim
n→∞

(αn+1 − αn) = 0 を満たすとき次を定める。

x1 ∈ D,





xn+1 = λnyn + (1− λn)xn,

yn = (1−
n−1∑
k=1

αk
n)T1xn +

n−1∑
k=1

αk
nTk+1xn,

n ∈ � (2)

これを Krasnoselskii-Mann iteration という。コンパクト凸部分集合 C ⊂ X 上の無限個の可換非拡大写像族

{Tl : l ∈ �} に対して Krasnoselskii-Mann iteration {xn} ⊂ C は {Tl : l ∈ �} の共通不動点に強収束することが
知られている。

定理 2 (Suzuki). {Tl : l ∈ �} をコンパクト部分凸集合 C ⊂ X 上の無限個の可換非拡大写像族とする。λ ∈ (0, 1)

をとり {αn} ⊂ [0, 1/2] を次を満たすようにとる。

0 = lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn, lim
n→∞

(αn+1 − αn) = 0, n ∈ �.

このとき λn = λ とする Krasnoselskii-Mann iteration {xn} ⊂ C は {Tl : l ∈ �} の共通不動点に収束する。

本論文では、無限個の可換非拡大写像族の iteration を用いた共通不動点への強収束定理がコンパクト性を除く

場合に保たれる条件を考え、非拡大な強連続半群 (以下、非拡大半群)にこの収束定理が適応できるかを研究した。

T が閉部分集合 D ⊂ X 上の非拡大写像のとき、次の 2条件を満たせば Mann iteration による {xn} ⊂ D は

T の不動点に強収束することが知られている。

(M1) F (T ) 6= ∅
(M2) 非減少関数 f : [0,∞) → [0,∞) で f(0) = 0, f(r) > 0, r ∈ (0,∞) と

すべての x ∈ D に対して ‖Tx− x‖ ≥ f
(
d
(
x, F (T )

))
が成り立つものがある。

ただし d は X 内の距離とする。写像 T がこの 2条件を満たすとき Condition B を満たすという。

定理 3 (Senter & Dotson). T を閉部分集合 D ⊂ X から X への非拡大写像とする。x1 ∈ D と {tn} が Condition

A を満たし T が Condition B を満たすならば、Mann iteration {xn} ⊂ D は T の不動点に収束する。

ここで新たに Condition B を閉凸部分集合 D ⊂ X 上の無限個の可換非拡大写像族 {Tl : l ∈ �} へ拡張するこ
とを試みた。結果、次の 2条件を新たに定義した。

(K1)
∞⋂

l=1

F (Tl) 6= ∅
(K2) 非減少関数 f : [0,∞) → [0,∞) で f(0) = 0, f(r) > 0, r ∈ (0,∞) と

‖yn − xn‖ ≥ f
(
d
(
xn,

∞⋂
l=1

F (Tl)
))

, n = 1, 2, . . . が成り立つものがある。

ただし
∞⋂

l=1

F (Tl) は {Tl : l ∈ �} の共通不動点集合、xn と yn は (2)で定まるものとする。{Tl : l ∈ �} がこの 2

条件を満たすことを Condition C を満たすということにする。{Tl : l ∈ �} が Condition C を満たせばコンパ

クト性なしに Krasnoselskii-Mann iteration による {xn} ⊂ D が {Tl : l ∈ �} の共通不動点に強収束することが
本研究で新たに分かった。

定理 4. {Tl : l ∈ �} を閉凸部分集合 D ⊂ X 上の無限個の可換非拡大写像族とする。{λn} ⊂ (0, 1) をとり

{αn} ⊂ [0, 1/2] を次を満たすようにとる。

0 = lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn, lim
n→∞

(αn+1 − αn) = 0, n ∈ �.

もし {Tl : l ∈ �} が条件 (K1)と (K2)を満たすならば、Krasnoselskii-Mann iteration {xn} ⊂ C は {Tl : l ∈ �}
の共通不動点に収束する。
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{T (t) : t ≥ 0} を集合 D ⊂ X 上の写像族とする。{T (t) : t ≥ 0} が非拡大半群であるとは次の 3条件を満たす

ことをいい、{T (t) : t ≥ 0} の共通不動点集合を ⋂
t≥0

F
(
T (t)

)
で表す。

(ns1) 各 t ≥ 0 に対して T (t) は D 上の非拡大写像である。

(ns2) 全ての s, t ≥ 0 に対して T (s + t) = T (s) ◦ T (t) である。

(ns3) 各 x ∈ D に対して [0,∞) から D への写像 t 7→ T (t)x は強連続である。

I を D 上の恒等写像として T (0) = I を満たすならば、非拡大半群 {T (t) : t ≥ 0} は恒等性をもつという。非拡
大半群 {T (t) : t ≥ 0} においては次が成り立つことが知られている。

定理 5 (Suzuki). {T (t) : t ≥ 0} をコンパクト凸部分集合 C ⊂ X 上の非拡大半群とする。λ ∈ (0, 1) をとり

{αn} ⊂ [0, 1] を次を満たすようにとる。

0 = lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn, lim
n→∞

(αn+1 − αn) = 0

σ と τ は正の実数で σ/τ /∈ � であるとする。点列 {xn} ⊂ C を次で定める。

x1 ∈ C, xn+1 = λ
(
(1− αn)T (σ)xn + αnT (τ)xn

)
+ (1− λ)xn, n ∈ � (3)

このとき {xn} ⊂ C は {T (t) : t ≥ 0} の共通不動点に収束する。

(2)に対して非拡大写像族 {Tl} が 2個の非拡大写像 T1, T2 の場合、次を得る。

yn = (1−
2−1∑

k=1

αk
n)T1xn +

2−1∑

k=1

αk
nT2xn = (1− αn)T1xn + αnT2xn,

xn+1 = λnyn + (1− λn)xn = λ
(
(1− αn)T1xn + αnT2xn

)
+ (1− λn)xn, n ∈ � (4)

(4)が (3)と形が同じであることから、定理 5 は定理 2 の写像が 2個 ( l = 2 )の場合に相当するといえる。

非拡大半群 {T (t) : t ≥ 0} に対しても同様にコンパクト性をもたない条件を考察した。{T (t) : t ≥ 0} に
Condition C を適応すると次の 2条件になる。

(S1)
⋂

t≥0

F
(
T (t)

) 6= ∅
(S2) 非減少関数 f : [0,∞) → [0,∞) で f(0) = 0, f(r) > 0, r ∈ (0,∞) と

xn ∈ D に対して ‖(1− αn)T (σ)xn + T (τ)xn − xn‖ ≥ f

(
d
(
xn,

⋂
t≥0

F
(
T (t)

)))
が成り立つものがある。

ただし {xn} は (4)で定まるものである。(S2)は (K2)の写像が 2個の場合に相当する。

さらに次の 2つの補題を提示する。

補題 1. {T (t) : t ≥ 0} を部分集合 D ⊂ X 上の非拡大半群とする。σ, τ は正の実数で σ/τ /∈ � であるとする。こ
のとき次が成り立つ。 ⋂

t≥0

F
(
T (t)

)
= F

(
T (σ)

) ∩ F
(
T (τ)

)

補題 2. 閉凸部分集合 D ⊂ X において次は同値である。

(F1) D 上の全ての非拡大写像が不動点をもつ。

(F2) D 上の全ての非拡大半群が共通不動点をもつ。

(F3) D 上の全ての恒等性をもつ非拡大半群が共通不動点をもつ。

以上から (S1)も (K1)の写像が 2個の場合に相当するといえる。閉凸部分集合 D ⊂ X 上の非拡大半群 {T (t) :

t ≥ 0} は (S1)と (S2)を満たせば (3)による {xn} ⊂ D が {T (t) : t ≥ 0} の共通不動点に収束することも本研究
で新たに分かった。
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定理 6. {T (t) : t ≥ 0} を閉凸部分集合 D ⊂ X 上の非拡大半群とする。{λn} ⊂ (0, 1) をとり {αn} ⊂ [0, 1] を次

を満たすようにとる。

0 = lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn, lim
n→∞

(αn+1 − αn) = 0

σ と τ は正の実数で σ/τ /∈ � であるとする。点列 {xn} ⊂ C を次で定める。

x1 ∈ C, xn+1 = λn

(
(1− αn)T (σ)xn + αnT (τ)xn

)
+ (1− λn)xn, n ∈ �

{T (t) : t ≥ 0} が (S1) と (S2) を満たすとき、{xn} ⊂ C は {T (t) : t ≥ 0} の共通不動点に収束する。

結果、Krasnoselskii-Mann iteration と新たに設けた条件 (K1)(K2)によってコンパクト性を除いた非拡大写像

族 {Tl : l ∈ �} の共通不動点への強収束定理を得ることができた。また非拡大半群 {T (t) : t ≥ 0} における強収
束定理は非拡大写像族が写像 2個で生成される場合の強収束定理に相当することが分かった。

今後の展望

本論文で取り扱った非拡大写像の不動点理論は、具体的な応用として、ある種の変分不等式問題の解を求める

のに用いられている。工学では変分不等式の解と非拡大写像の不動点集合を同一視することで、不動点に収束す

る iteration を用いて変分不等式の解を近似的に求めることができる方法が研究されている。今後、非拡大写像の

不動点理論の研究から新たに作られる他分野の問題を解く方法にも注目したい。
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