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1. ま え が き

非線形回路，あるいはそれを区分的線形近似すること

により得られる区分的線形回路のすべての直流解を求め

る効率的かつ実用的なアルゴリズムを確立することは，

集積回路設計における重要な課題の一つである．この課

題に対し，これまで様々なアルゴリズムが提案されてお

り [1]～ [10]，近年では数千～数万変数クラスの非線形方

程式の全解探索に成功している [10]．しかし，これらのア

ルゴリズムはプログラムへ実装する際に高度な専門知識

と複雑なプログラミングを要するため，初心者や非専門

家には難易度の高い方法である．

これに対し，実現容易性に重点を置き，整数計画ソフ

トウェアを用いて区分的線形回路の全解探索を行う手法

が提案されいる [11]．特に有償ソフトウェアである IBM

ILOG CPLEXを用いた場合，解プールという機能によ

り極めて簡単に全解探索が行える．しかし，GLPKをは

じめとする無償ソフトウェアには，一般に解プールと同

等の機能がないため，全解探索を確実に行うことが困難

となる問題が生じていた．本稿では，解プール機能のな

いソフトウェアを用いる場合を対象に，区分的線形回路

のすべての解を確実に求める方法を提案する．

2. 整数計画を用いた区分的線形回路の全解探索法

n個の区分的線形抵抗を含む抵抗回路は，一般に次のよ

うな形の区分的線形方程式で記述できる [1].

f(x)
△
= Pg(x) + Qx − r = 0 (1)

ただし，x = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn は区分的線形抵抗

の枝電圧または枝電流を要素とする n 次元変数ベクトル，

g(x) = [g1(x1), g2(x2), · · · , gn(xn)]T は抵抗の特性を表

す Rn → Rn の区分的線形関数，P , Qは回路の構造に

よって決まる n×n定数行列，r は電源の値によって決ま

る n次元定数ベクトルである．

簡単のため，gi(xi) は K 本の線分からなるものとし，
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図 1 区分的線形関数

以下，f が線形となる領域を線形領域と呼ぶ (図 1)．f が

変数分離可能とすると，線形領域は n次元直方体の形状

をとり，線形領域の総数は Kn となる．本稿では，この

Kn個の線形領域からなる初期領域に存在する式 (1)のす

べての解を求める問題を考える．

この問題に対し，文献 [11]では，実現容易性を考慮し

た整数計画法による区分的線形回路の全解探索法が提案

されている．これは，区分的線形方程式を整数計画問題

へ定式化し，そこへ整数計画ソフトウェアを適用してす

べての解を求めるという手法である．文献 [11]では，定

式化手法として，λフォームと δフォームと呼ばれる二つ

の定式化手法が紹介されている．

λ フォームでは，以下に示す混合整数計画問題を考え

る．ただし，µは 0か 1の値しか取らない変数である．

max x1

subject to

Py + Qx − r = 0

xi =
K∑

j=0

xijλij , yi =
K∑

j=0

gi(xij)λij

K∑
j=0

λij = 1 ,
K∑

j=1

µij = 1

0 <= λi0 <= µi1

0 <= λij <= µij + µij+1, j = 1, 2, · · · ,K − 1

0 <= λiK <= µiK

i = 1, 2, · · · , n

(2)



x2

x1

s4 s1

s2

s3

x1*

lost

図 2 解の見落とし

δフォームでは，以下に示す混合整数計画問題を考える．

max x1

subject to

Py + Qx − r = 0

xi = xi0 +
K∑

j=1

δij

yi = gi(xi0) +
K∑

j=1

gi(xij) − gi(xij−1)
xij − xij−1

δij

δij <= (xij − xij−1)µij−1 , j = 1, 2 · · · ,K

δij >= (xij − xij−1)µij , j = 1, 2 · · · ,K

µi0 = 1, µiK = 0

i = 1, 2, · · · , n

(3)

整数計画ソフトウェアを用いて式 (2)，式 (3)を解けば，

解の中で最も x1が大きい解 x∗ = (x∗
1, x

∗
2, · · · , x∗

n)T が得

られる．以下，制約式 x1 < x∗
1 を追加した問題を解の個

数+1回解くことで，式 (1)のすべての解を求めることが

できる．しかし，整数計画法では x1 < x∗
1 のように等号

を含まない制約式は扱えない．簡単に不等式制約にする

方法として，正の微小な値 εを設定し，

x1 <= x∗
1 − ε (4)

という制約式を付加する方法が考えられる．しかし，x1

が同じ値を持つ解が存在する場合など，確実に全解探索

を行える保証がない (図 2の s2, s3)．

これに対し，CPLEXの解プール機能を用いる方法が提

案されている [11]．解プールは，整数計画問題の制約条件

を満たす解をすべて求め保存する機能であり，整数計画

問題を一回解くだけで区分的線形回路のすべての解を求

められる．しかし，一般には解プールと同等の機能はそ

の他の整数計画ソフトウェアに組み込まれていない．次

章では，解プールが備わっていない整数計画ソフトウェア

を用いて確実に全解探索を行う手法を提案する．
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図 3 λ フォーム

3. 提 案 手 法

一つの線形領域において，式 (1)は高々一つの解しか持

たない．そこで，解が得られた線形領域のみを解析の対

象から外す制約式を解が得られる度に付加していくこと

で，確実にすべての解を求める手法を提案する．本章で

は，各定式化手法における付加制約を説明する．

3. 1 λフォームにおける付加制約

λフォームでは次の関係が成り立つ．

µij =

 1 (j = li)

0 (j |= li)
(5)

ただし，µili は，xi 方向に対して値が 1となる µを表す．

これにより一つの線形領域に対する µの組み合わせが一

意に決まり，他の線形領域で同じ組み合わせは現れない．

また，他の線形領域では，少なくとも一つ以上の µili が 0

となる必要がある．ここで，次の制約式を考える．
n∑

i=1

µili
<= n − 1 (6)

µili の値がすべて 1となる場合，式 (6)を満足することが

できない．しかし，どれか一つでも 0となれば，つまり他

の線形領域を表す場合は式 (6)を満足する．これにより，

任意の線形領域を解析対象から外すことができるので，式

(6)を制約条件に追加しながら，解が得られなくなるまで

整数計画問題を解けば，式 (1)のすべての解を求めること

ができる．

これを 2変数，線分数 3の例で説明する．µijは図 3のよ

うに対応付けられる．解 s1が得られたときµ13 = µ22 = 1，

それ以外の µは 0となる．式 (6)に従い，次の制約式を

追加する．
µ13 + µ22 <= 1 (7)

解 s1 が存在する線形領域では式 (7) を満足しない．他
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図 4 δ フォーム

の領域では µ13, µ22 が同時に 1にはならず，解析対象か

ら外されない．例えば，解 s2 が存在する線形領域では

µ13 + µ22 = 1となる．

3. 2 δフォームにおける付加制約

δフォームは，式 (3)から次の関係を自動的に満たす．

0 = µiK <= µiK−1 <= · · · <= µi1 <= µi0 = 1 (8)

ある µが 1となれば，それより小さい添え字の µはすべ

て 1，それより大きい添え字の µはすべて 0となる．

µij =

 1 (j <= li)

0 (j > li)
(9)

ただし，µili は，xi 方向に対して値が 1である µのうち，

添え字が最も大きいものを表す．式 (9)より次の関係が成

り立つ．

µij − µij+1 =

 1 (j = li)

0 (j |= li)
(10)

これにより一つの線形領域に対する µの組み合わせが一意

に決まり，他の線形領域で同じ組み合わせは現れない．ま

た，他の線形領域では，少なくとも一組以上の µij −µij+1

が 0となる必要がある．ここで，次の制約式を考える．
n∑

i=1

(µili − µili+1) <= n − 1 (11)

µili − µili+1 の値がすべて 1となる場合，式 (11)を満足

することができない．しかし，どれか一組でも 0となれ

ば，つまり他の線形領域を表す場合は式 (11)を満足する．

λフォーム同様，式 (11)を制約条件に追加しながら，解

が得られなくなるまで整数計画問題を解けば，式 (1)のす

べての解を求めることができる．

これを 2変数，線分数 3の例で説明する．µij は図 4の

表 1 例 1 における解の個数比較

回路 CPLEX GLPK

式 (4)の手法 提案手法

文献 [11]の図 4 11 8 11

文献 [11]の図 8 9 8 9

文献 [11]の図 11 3 2 3

文献 [11]の図 12 3 1 3

文献 [11]の図 13 3 1 3

ように対応付けられる．解 s1 が得られたとき，各 µは次

の値を持つ． µ10 = 1, µ11 = 1, µ12 = 1, µ13 = 0

µ20 = 1, µ21 = 1, µ22 = 0, µ23 = 0

式 (11)に従い，次の制約式を追加する．

(µ12 − µ13) + (µ21 − µ22) <= 1 (12)

解 s1が存在する線形領域では式 (12)を満足しない．他の

線形領域では µ12 − µ13, µ21 − µ22 が同時に 1にはなら

ず，解析対象から外されない．例えば，解 s2 が存在する

線形領域では (µ12 − µ13) + (µ21 − µ22) = 1となる．

4. 数 値 例

本手法をC言語とGLPK Ver. 4.39を用いてDell Pre-

cision T7400 (CPU: Intel Xeon 3.4GHz)上に実装した．

本章ではいくつかの数値実験結果を示し，本手法の有効

性を検証する．

例 1: 文献 [11]において図 4, 図 8, 図 11～13として示さ

れている回路を例題として解く．これらの回路に対し，式

(4)を用いた手法と本手法を適用して得られた解の個数を

表 1に示す．ただし，式 (4)における微小値は ε = 10−3

とした．また，解プール機能を用いて解いた場合の解の

個数もあわせて表 1に載せる．式 (4)ではいくつかの解

が得られていないことがわかる．これらの回路は，x1 が

同じ値を持つ解が存在するため，εの値をどんなに小さく

設定してもすべての解は得られない．このように，式 (4)

を用いた手法は εの値に関わらずすべての解が求められ

ない場合があるのに対し，提案手法は確実に全解探索を

行うことができる．

例 2: 文献 [11]で数値例として取り上げている他の回路

に対しても本手法を適用し，得られた解の個数と計算時

間を表 2に示す．ただし，S は得られた解の個数を表す．

これらの回路に対しても実用的な時間ですべての解が得

られていることがわかる．



表 2 例 2 における解の個数と計算時間 (秒)

回路 S λ δ

文献 [11]の図 2 9 3 1

文献 [11]の図 3 3 0.4 0.6

文献 [11]の図 5 1 78 31

文献 [11]の図 6 3 3 0.7

文献 [11]の図 7 5 5 4

文献 [11]の図 9 1 25 3

文献 [11]の図 10 9 1558 225

5. 応 用 例

式 (2)，式 (3)は，ある値に対して複数の関数値を持つ

図 5のような多値関数型区分的線形関数も定式化するこ

とができる．そのような例題として，マクロモデルを含

んだ回路の全解探索に応用することが考えられる [12]．

また，n変数，n − 1式のように解が曲線となる方程式

に対しても定式化手法を適用して求解することができ，解

曲線上の一点が解として得られる．その解を含む線形領

域自体を解とし，提案手法を適用すれば，特性曲線探索

などへ応用できる (図 6)．

6. む す び

本稿では，解プール機能を備えていない整数計画ソフト

ウェアを用いた区分的線形回路の確実な全解探索法を提

案した．本手法は，求解後のバイナリ変数の値から簡単

に得られる制約式を付加するだけで，確実な全解探索が

行える．この方法により，複雑なプログラムを作ることな

く，初心者や非専門家でも簡単に区分的線形回路の全解

探索を行うことができる．また，提案手法を用いること

で解曲線の探索などへ応用することができる．
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