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1 導入
本論文では, 以下の形の非線形退化放物型方程式の初期値境界値問題を考える.

(IBVP)





ut +∇ · A(x, t, u) + B(x, t, u) = ∆β(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂β(u)

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω).

ここで, Ω ⊂ RN は有界な Lipschitz領域とする. ∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN), ∆ =∑N
i=1 ∂2/∂x2

i はRN の spatial nabla, Laplacianとして, [0,T] は固定された時間区間
である. 左辺の関数A(x, t, ξ) = (A1, . . . , AN)(x, t, ξ) を Ω× [0, T ]×R 上の RN 値の
微分可能な関数とし, B(x, t, ξ) は Ω × [0, T ] × R上の実数値の微分可能な関数とす
る. 右辺の関数 βはR上増加で局所 Lipschitz連続であると仮定する. nは ∂Ωの単
位法線を表す. 形の上では, 時間に依存した双曲型保存則と多孔性媒質方程式の線形
結合とみなされるため, この方程式は双曲型の性質と放物型の性質を両方持つ方程
式であると考えられる. 実際, 拡散項の非線形関数 βに対する仮定により, この方程
式は次のような性質を持つ.

1. βに狭義増加を仮定した場合, β′ = 0となる点の集合は高々可算点である. こ
の意味で, 上記の方程式を (弱)退化放物型方程式と呼ぶ. この場合, 双曲性よ
り放物性の方が強い状況であると解釈できる.

2. βに単調非減少を仮定した場合, β′ = 0となる点の集合が非負測度を持つ場合
が考えられる. この意味で, 上記の方程式を強退化放物型方程式と呼ぶ. この
場合, 放物性が強いところと双曲性が強いところが混在していると考えられる.
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他方, (IBVP)はダム問題, ステファン問題, 微粒子懸濁液の沈殿・硬化過程を記述す
る数学モデル等へ応用することができる興味深い問題である.

本論文では, 初期値境界値問題 (IBVP)に対する一般化された意味での解を定義
し, その存在と一意性, 連続的依存性について述べる. 解の存在性の証明には非線形
発展作用素の理論を用い, 差分近似を通して解の構成を行う. また, 一意性と連続的
依存性の証明には双曲型保存則の解に対して用いられる手法を改良して用いる.

また,本論文で扱うNeumann境界条件は拡散項に対して課される条件である. よっ
て, 問題を適切に扱うために, 移流項の境界上での流入と流出を制限する以下の条件
を関数Aに課す.

流入流出条件

関数 v ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω)をとる. このとき, 任意の実数 kに対して

sgn(Trv − k)[A(x, t, Trv)− A(x, t, k)] · n(x) ≥ 0,

が HN−1-a.e. x ∈ ∂Ω, L1-a.e. t ∈ [0, T ]で成立する. ここで, Tr : BV (Ω) →
L1(∂Ω;HN−1)は trace作用素である.

2 一般解
初期値境界値問題 (IBVP)に対する一般解を定義する. まず, 弱退化の場合を考

える. この場合は超関数の意味の解を BV 空間内で考えればよい. この解を BV

solutionと呼び, 以下のように定義する.

Definition 2.1. u0 ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω)を取る. 関数 u ∈ L∞(Ω× (0, T )) ∩BV (Ω×
(0, T ))が以下の二つの性質を満たすとき, (IBVP)のBV solutionである呼ぶ.

(1) u ∈ C([0, T ]; L1(Ω))であり, u(·, 0) = u0が成立する.

(2) ∇β(u) ∈ L2(0, T ; L2(Ω)N)であり, 各 ϕ ∈ C∞
0 (RN × (0, T ))に対し, 次の等式

が成立する.

(2.1)

∫ T

0

∫

Ω

(uϕt + A(x, t, u) · ∇ϕ−B(x, t, u)ϕ−∇β(u) · ∇ϕ)dxdt

−
∫ T

0

∫

∂Ω

A(x, t, Tru) · n(x) ϕ dHN−1dt = 0.

次に, 強退化の場合の一般解の定義を行う. この場合, 双曲性が強い部分が存在す
るため, 超関数の意味の解を定義しても一意性は期待されない. そこで, 双曲型保存
則方程式の一般解として知られているエントロピー解の概念に沿った解をBV 空間
内で考える. この解をBV -エントロピー解と呼び, 定義を以下で与える.
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Definition 2.2. u0 ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω)を取る. 関数 u ∈ L∞(Ω× (0, T )) ∩BV (Ω×
(0, T )) が次の二つの条件を満たすとき, (IBVP)のBV -エントロピー解と呼ぶ :

(1) u ∈ C([0, T ]; L1(Ω))であり, u(·, 0) = u0 が成立する.

(2) ∇β(u) ∈ L2(0, T ; L2(Ω)N)であり, 各 ϕ ∈ C∞
0 (RN × (0, T ))+と k ∈ R に対し

て, 次の不等式が成立する.

∫ T

0

∫

Ω

|u− k|ϕtdxdt ≥
∫ T

0

∫

Ω

sgn(u− k)(∇β(u) · ∇ϕ

−[A(x, t, u)− A(x, t, k)] · ∇ϕ + [B(x, t, u) +∇ · A(x, t, k)]ϕ)dxdt

+

∫ T

0

∫

∂Ω

sgn(Tru− k)[A(x, t, Tru)− A(x, t, k)] · n(x)ϕdHN−1dt.

Remark 2.3. 流入流出条件を使うと, BV -entropy solutionがBV solutionになる
ことが示される.

3 主結果
主結果を述べる. 弱退化と強退化で同様の結果が得られるため, 本稿では強退化の

場合のみを述べる. まず, 非線形発展作用素の理論を用いて解の存在を証明するため
に, 初期値境界値問題 (IBVP)を以下のようなL1(Ω)上の抽象的Cauchy問題に書き
換える：

(ACP)

{
(d/dt)u(t) = A(t)u(t) for t ∈ (0, T ),

u(0) = v ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω).

ここで, (d/dt)u(t) は u(·) の一般化された意味での導関数と解釈される. また, 微分
作用素A(t)は, BV -entropy solutionの定義に沿って定式化される. この問題に対
し, 以下のような非線形発展作用素の生成定理が得られる.

Theorem 3.1 (W., S.Oharu [3]). 初期値境界値問題 (IBVP)に対する L∞(Ω)

上の非線形発展作用素 {U(t, s); 0 ≤ s ≤ t ≤ T} が存在する. さらに, 各 v ∈
L∞(Ω) ∩BV (Ω) に対し, 指数公式:

(3.1) U(t, s)v = L1(Ω) - lim
λ↓0

[(t−s)/λ]∏
i=1

(I − λA(s + iλ))−1v,

が成立する. また, v ∈ D̂ ∩BV (Ω)を仮定する. このとき, 関数 u(x, t) = U(t, 0)v(x)

は, BV -entropy solutionを与える. ここで,

D̂ ≡ {v ∈ L∞(Ω) ; lim inf
λ↓0

λ−1||(I − λA(t))−1v − v||1 < ∞}.
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さらに, BV -entropy solutionの初期値への L1の意味での連続的依存性が得られ
る. この結果により, BV -entropy solutionが一意的であることが分かる.

Theorem 3.2 (W. [1], W., S.Oharu [3]). 関数 u, vを初期関数 u0, v0 ∈ L∞(Ω)∩
BV (Ω)に対する (IBVP)のBV -entropy solutionsとする. このとき,

||u− v||L1(Ω) ≤ eα′t||u0 − v0||L1(Ω),

が成立する. ここで, α′は− ∂
∂ξ

B(x, t, ξ) ≤ α′を満たす正の定数である.

また, 上記の結果を含むような連続的依存性の結果も得られる. 結果を述べるため
に, i = 1, 2に対して, 非線形関数Ai, Bi, βiに関する初期値境界値問題を (IBV P )i

と書くことにする.

Theorem 3.3. 関数 u, vをそれぞれ u0, v0 ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω)を初期関数とする
(IBV P )1,(IBV P )2の一意なBV -entropy solutionであるとする. このとき, 次の不
等式が得られる.

||u(·, t)− v(·, t)||L1(Ω) ≤ eα′t||u0 − v0||L1(Ω) + 2(
√

tC∗ + α′eα′tC∗∗)||
√

β′1 −
√

β′2||
1
2

L∞(I)

+
eα′t − 1

α′

[
sup

t∈(0,T )

|u(·, t)|BV (Ω) sup
t∈(0,T ),ξ∈I

|| ∂
∂ξ

A1(·, t, ξ)− ∂
∂ξ

A2(·, t, ξ)||L∞(Ω)

+ sup
t∈(0,T ),ξ∈I

|A1(·, t, ξ)− A2(·, t, ξ)|BV (Ω) + sup
t∈(0,T ),ξ∈I

||B1(·, t, ξ)−B2(·, t, ξ)||L1(Ω)

]
.

ここでI ⊂ Rは u, vが値をとる閉区間とし, C∗とC∗∗は, supt |u(·, t)|BV , supt |v(·, t)|BV ,

supt,ξ |A1(·, t, ξ)|BV (Ω), supt,ξ || ∂
∂ξ

A2(·, t, ξ)||Lip(Ω), supt,ξ ||B2(·, t, ξ)||BV (Ω), ||β′1||L∞(I),

||β′2||L∞(I), ||
√

β′1||L∞(I), ||
√

β′2||L∞(I), ||
√

β′2−
√

β′1||L∞(I)に依存する正定数である.

さらに, | · |BV は全変動を表す.

この結果は非局所的移流項を持つ強退化拡散方程式の可解性に応用される.
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