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1 ミルナーファイブレーション
　原点に零点をもつ定数でない複素 n+ 1変数多項式 f に対して, f の零点集合

f−1(0)を V とし, V と Cn+1 内の原点を中心とする半径 εの 2n + 1次元球面

S2n+1
ε との共通部分 V ∩ S2n+1

ε をK とする. このとき写像 ϕ : S2n+1
ε \K −→ S1

を

ϕ(z) =
f(z)

|f(z)|

によって定める. ϕは f(z)の偏角をとる写像である.
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定理 1.1 (Milnor). このとき ε0 > 0が存在し, ε ≤ ε0 に対して空間 S2n+1
ε \K は S1 上の可微分ファイバー束で

あり, 射影は ϕ(z) = f(z)/|f(z)|で与えられる.

これがミルナーのファイブレーション定理である. ϕを f に付随したファイブレーション, 各ファイバー Fθ =

ϕ−1(eiθ)をミルナーファイバー (Milnor fibre), K を特異点のリンクという. またこれを, K を bindingとする球

面 S2n+1
ε のオープンブック分解 (open book decomposition)という.

2 ファイバーとリンクのトポロジー

定理 2.1. 各ファイバー Fθ は平行化可能で, n次元の有限 CW複体と同じホモトピー型をもつ. ここで平行化可

能とは接束が自明なことをいう. また, 空間K = V ∩ S2n+1
ε は n− 2連結である.

定理 2.2. 複素数 c ̸= 0が十分ゼロに近ければ, 複素超曲面 f−1(c)と開 ε円板B2n+2
ε との交わり f−1(c)∩B2n+2

ε

は, ミルナーファイバー Fθ に微分同相な可微分な複素多様体である. 但し, arg(c) = θである.

3 ファイバーとリンクのトポロジー その 2

原点は超曲面 V の孤立特異点であるか, あるいは非特異点であると仮定する.

定理 3.1. S2n+1
ε における各ファイバー Fθ の閉包は, 境界をもつ 2n次元の可微分な多様体で, この多様体の内部

が Fθ であり, 境界がちょうどK に一致する.

定理-定義 3.2. ファイバーFθは, n次元球面SnのいくつかのブーケSn∨Sn∨· · ·∨Snと同じホモトピー型をもつ.

このブーケの個数 µをミルナーナンバーという. µは, 写像 df = (∂f/∂z0, ∂f/∂z1, · · · , ∂f/∂zn) : Cn+1 −→ Cn+1

の写像度に一致する.

例 3.3. n+1変数の Brieskorn多項式 f = za0
0 + za1

1 + · · ·+ zan
n に対して, µ = (a0 − 1)(a1 − 1) · · · (an − 1)が成

り立つ.
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4 いくつかの計算例

4.1 複素 2変数の場合 (4.3へ続く)

例 4.1. f(z0, z1) = zp0 + zq1
　リンクKは, ある正数 ρ0, ρ1について |z0| = ρ0, |z1| = ρ1を満たすC2内の二次元トーラス上にある. また z0, z1

の偏角 θ0, θ1 について, θ1 = pθ0/q + (2k − 1)π/q (k ∈ Z)となることから, pと q が互いに素であるとき, K は

(p, q)型トーラス結び目になる. pと qが互いに素でないとき, gcd(p, q) = dとおき, p = dp′, q = dq′と書くと, K

は d個の (p′, q′)型トーラス結び目がどの二つも絡み数が p′q′ である絡み目になる. 2変数多項式を扱う場合, ミ

ルナーファイバーはリンクK に対する最小種数の Seifert曲面に一致する.

4.2 複素 3変数の場合

複素 3 変数の Brieskorn 多項式 f(z0, z1, z2) = zp0 + zq1 + zr2 (2 ≤ p ≤ q ≤ r) に対して, リンク K を求め

る. 超曲面 V = f−1(0)は原点のみを特異点にもつが, 1/p + 1/q + 1/r と 1の大小によって特異点の性質が異

なる. 1/p + 1/q + 1/rが, 1より大きいとき単純特異点 (simple singularities), 1に等しいとき単純楕円型特異点

(simple elliptic singularities), 1より小さいとき双曲型特異点 (hyperbolic singularities)と分類されている.

　単純特異点のとき, Brieskornの定理により, ミルナーファイバー Fθ と V の極小特異点解消とが微分同相にな

ることが知られている. この場合, 特異点のリンクK は blowing up locusの管状近傍の境界に同相になる.

　ここでは, 単純特異点に分類される最も簡単な例 (p, q, r) = (2, 2, r)の場合について, Euler類を用いて計算した.

例 4.2. f(z0, z1, z2) = z20 + z21 + zr2

　次の写像を考える.

K
p3−−−−→ S3yh

CP1

ここで, hは Hopf 写像であり, 写像 p3 : K −→ S3 は p3(z0, z1, z2) = (z0, z1)によって定めている. このとき,

p3 は r 重分岐被覆となる. 分岐集合は, CP1 内の 2点 [1 : ±i]の hによる逆像として表される Hopf linkであ

る. このとき, その Hopf link のそれぞれの成分である S1 を心棒にもつ solid torus を考えると, それは S3 の

標準的な Heegaard分解 S3 = (S1 × D2) ∪ (D2 × S1)を与える. すると, それに対応する K の Heegaard分解

K = (S1 ×D2) ∪ (D2 × S1)が得られる.

　K の基本群 π1(K)について

π1(K) ∼=
(
Z
(
r
0

)
⊕ Z

(−1
1

))/(
Z
(
r
0

)
⊕ Z

(
0
r

)) ∼= Z/r

となることから, K の Heegaard分解における Heegaard曲面の貼り合わせが写像が(
1 −r

0 −1

)

で与えられる. よってK は Euler数 e = rをもつ CP1上の S1束の全空間である. すなわち, K ∼= L(r, 1)となる.
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4.3 Geometric linking number

p, qを互いに素な 2以上の整数で, p < qを満たすとする. 2変数多項式 f = z2p0 + z2q1 によって定まる 2成分の

リンクを Lとし, その各成分をK1, K2とする. L, K1, K2に対する Seifert曲面を S, S1, S2, ミルナーナンバー

をそれぞれ µ, µ1, µ2 (µ1 = µ2)とする. このとき, K1, K2 は (p, q)型トーラス結び目となり, LはK1 とK2 が

lk(K1,K2) = pqで絡んでいる絡み目となる. またミルナーナンバーは, µ = (2p−1)(2q−1), µ1 = µ2 = (p−1)(q−1)

となる.

例 4.3. f = z40 + z61 , z60 + z101

　 (p, q) = (2, 3)の場合. K1, K2は trefoilとなり, Lは二つの trefoilが lk(K1,K2) = 6で絡んでいる絡み目とな

る. Lと, K1に対する Seifert曲面 S1をかくと下の図のようになる. すると, S1とK2が S3内で 6ヶ所で交わり,

S1と S2はD4内で 6ヶ所で交わることがわかる. また, µ = (4− 1)(6− 1) = 15, µ1 = µ2 = (2− 1)(3− 1) = 2で

ある.

　 (p, q) = (3, 5) の場合. K1, K2 は (3, 5) 型トーラス結び目, L は二つの (3, 5) 型トーラス結び目が絡み数

lk(K1,K2) = 15で絡んでいる絡み目となる. また, µ1 = (3− 1)(5− 1) = 8, µ2 = (6− 1)(10− 1) = 45である.

K1
K2

▽

▽

L ∪= K1 K2

K1
▽

K2
▽

L ∪= K1 K2

　三つの Seifert曲面 S, S1, S2 の関係を示したのが次の命題 4.4である.

命題 4.4 (O). S は, S1 と S2 の交点において平滑化を施すことで得られる.

証明. 定理 2.2 より, S は, 十分小さい c について, 方程式 z2p0 + z2q1 = c によって定められる. z2p0 + z2q1 =

(zp0 + izq1)(z
p
0 − izq1)と因数分解でき, 十分小さい σ, τ (σ ̸= τ)について, 方程式 zp0 + izq1 = σ, zp0 − izq1 = τ が二

つの Seifert曲面 S1, S2 を定める. ゆえに, S1, S2 の交点数を求めるには, 連立方程式zp0 + izq1 = σ

zp0 − izq1 = τ

の解の個数を求めればよい. これを解くと zp0 = (σ + τ)/2 ̸= 0, zq1 = (σ − τ)/2i ̸= 0となるので, 重複度を込めて,

解は pq個ある. 二つの Seifert曲面 S1, S2は, その共有点において横断的に交わっていることがわかり, 解の重複

度はすべて 1となるので, 二つの Seifert曲面の交点は pq 個である. 二つの曲面がその交点において横断的に交

わっていることから, 平滑化という操作は, 位相的には連結和と同じ操作である.

　 1 回の平滑化により Euler 標数は 2 減り, pq 回の平滑化により Euler 標数は 2pq 減るように思える. しか

し, 1 回目の平滑化では S1, S2 を連結させているため, Euler 標数は 1 しか減らない. よって, Euler 標数は

2pq − 1減る. ゆえに, pq 回の平滑化により, ミルナーナンバーは 2pq − 1だけ増える. 一方, 定理 2.2により,

µ = (2p− 1)(2q − 1), µ1 + µ2 = 2(p− 1)(q − 1)であり, その差を考えると µ− (µ1 + µ2) = 2pq − 1となり, 一致

する.
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定義 4.5 (O). L = (K1,K2)を 2成分リンクとする. K1 と K2 の位相型を保ち, K1 と K2 を分離するために,

それぞれ isotopy変形させるときに必要な交叉変形回数の最小値を geometric linking numberと呼び, それを

glk(K1,K2)と表す.

Geometric linking number glk(K1,K2) に対しては, K1, K2 の絡み数 lk(K1,K2) によって, glk(K1,K2) ≥
|lk(K1,K2)|という下からの評価が得られている.

予想 4.6 (O). L = (K1,K2)を多項式 f = z2p0 + z2q1 によって定まる 2成分のリンクとするとき, glk(K1,K2) =

lk(K1,K2) = pqが成り立つ.

この予想 4.6は, (p, q) = (2, 3), (3, 5)のときは正しいことが確かめられている.

5 モノイダル変換 (blowing up)による特異点解消

これまで複素超曲面 f−1(0)が原点に孤立特異点をもつ場合を考えてきた. そしてその特異点を調べるために f

に付随したミルナーファイブレーション ϕやミルナーファイバー Fθ と特異点のリンクK のトポロジーについて

考えてきた. ここでは blowing upという方法で特異点を解消し, そのとき新たに生じたトポロジーによって特異

点を調べる.
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