
qパンルヴェ第６方程式のの符号付き超離散化

数学専攻・筒井　栄光

私はパンルヴェ方程式の超離散化について研究をしました。超離散化とは微分方程式を差分化し、得られる式を

差分方程式（漸化式）といい、差分方程式を超離散方程式（区分線形方程式）にすることを超離散化という。本

研究では差分方程式を超離散化し、超離散方程式を導きだすことに着目し、q差分パンルヴェ第６方程式から超

離散第６方程式を導き、q差分パンルヴェ第６方程式の特殊解を超離散化し、その解が超離散パンルヴェ方程式

を満たすことを示した。

研究内容として、礒島・薩摩 [4]の論文より q差分パンルヴェ第２方程式で符号付き超離散化を再現し、計算

した。そこで、学んだ符号付き超離散化を神保・坂井 [6]の論文より q差分パンルヴェ第６方程式に用いた。q

差分パンルヴェ第６方程式とは次の式である。

y(t)y(qt)

a3a4
=

(z(qt)− tb1)(z(qt)− tb1)

(z(qt)− b3)(z(qt)− b4)
(1)

z(t)z(qt)

b3b4
=

(y(t)− ta1)(y(t)− ta2)

(y(t)− a3)(y(t)− a4)
(2)

b1b2
b3b4

= q
a1a2
a3a4

(3)

次の変数変換を行う。t = qm, q = eQ/ε, aj = eA1/ε, bj = eBj/ε,

y(qm) = (s(ωm)− s(−ωm))eY (m)/ε, z(qm) = (s(ζm)− s(−ζm))eZ(m)/ε

また、s(ζ)は次で定義するものとする。

s(ζ) =

{
1, ζ = +1

0, ζ = −1

(1),(2)に対して上記の変数変換を行い、全て展開し、負の項は移項して正にする。そして、s(ζm)と s(ζm+1)、

s(ωm)、s(ωm+1) はそれぞれ０か 1の値しかとらないので、整理し極限を取ることで超離散方程式をえることが

できる。

さらに、S(ζm)は s(ζm)=eS(ζm)/ε となるように変数変換されているので S(ζm)は 0か−∞の値しかとらない。
S(ζm)で場合分け（それぞれ８通り）をすることで式を簡単にできる。

(1)を超離散化した結果は

max(B3+B4+Y (m)+Y (m+1)+S(−ωm)+S(−ωm+1), B3+B4+Y (m)+Y (m+1)+S(ωm)+S(ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

1



Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

mQ+A3 +A4 +B1 +Z(m+ 1) + S(ζm+1),mQ+A3 +A4 +B2 +Z(m+ 1) + S(ζm+1)) = max(2mQ+

A3 +A4 +B1 +B2,mQ+A3 +A4 +B1 + Z(m+ 1) + S(−ζm+1),

mQ+A3 +A4 +B2 + Z(m+ 1) + S(−ζm+1),

A3 +A4 + 2Z(m+ 1) + S(−ζm+1), A3 +A4 + 2Z(m+ 1) + S(ζm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

B3 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(−ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

Y (m) + Y (m+ 1) + 2Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm) + S(−ωm+1),

B3 +B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + S(−ωm) + S(ωm+1),

B3 +B4 + Y (m) + Y (m+ 1) + S(ωm) + S(−ωm+1))

(2)を超離散化した結果は

max(2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

A3 +A4 + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1),

A3 +A4 + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1),

A1 +B3 +B4 + Y (m) +mQ+ S(ωm),

A2 +B3 +B4 + Y (m) +mQ+ S(ωm))

= max(A1 +A2 +B3 +B4 + 2mQ,

A1 +B3 +B4 + Y (m) +mQ+ S(−ωm),

A2 +B3 +B4 + Y (m) +mQ++S(−ωm),
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B3 +B4 + 2Y (m) + S(−ωm),

B3 +B4 + 2Y (m) + S(ωm),

A3 +A4 + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1),

A3 +A4 + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

2Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

A3 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(ζm+1) + S(ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(−ζm+1) + S(ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(ζm) + S(−ζm+1) + S(−ωm),

A4 + Y (m) + Z(m) + Z(m+ 1) + S(−ζm) + S(ζm+1) + S(−ωm))

さらに、S(ζm)は s(ζm)=eS(ζm)/ε となるように変数変換されているので S(ζm)は 0か−∞の値しかとらない。
S(ζm)で場合分け（それぞれ８通り）をすることで式を簡単にすることができる。

次に、 b1
b3

= q a1
a3
, b2
b4

= a2
a4
を仮定すれば

y(qt) = a3
z(qt)− tb1
z(qt)− b3

(4)

z(qt) = b4
y(t)− ta2
y(t)− a4

(5)

の解（リッカチ解）は必ず q-PVIの解となる。これらの解も同様に符号付き超離散化をすると、(4)を超離散化

した結果は

max{mQ+A3 +B1, B3 + Y (m+ 1) + S(−ωm+1), A3 +Z(m+ 1) + S(−ζm+1), Y (m+ 1) +Z(m+ 1) +

S(−ζm+1) +S(−ωm+1), Y (m+1)+Z(m+1)+S(ζm+1) +S(ωm+1)} = max{A3 +Z(m+1)+S(ζm+1),

B3 + Y (m + 1) + S(ωm+1), Y (m + 1) + Z(m + 1) + S(ζm+1) + S(−ωm+1), Y (m + 1) + Z(m + 1) +

S(−ζm+1) + S(ωm+1)}
(5)を超離散化した結果は

max{mQ+A2+B4, A4+Z(m+1)+S(−ζm+1), B4+Y (m)+S(−ωm+1), Y (m)+Z(m+1)+S(−ζm+1)+

S(−ωm), Y (m)+Z(m+1)+S(ζm+1)+S(ωm)} = max{A4+Z(m+1)+S(ζm+1), B4+Y (m)+S(ωm),

Y (m) + Z(m+ 1) + S(ζm+1) + S(−ωm), Y (m) + Z(m+ 1) + S(−ζm+1) + S(ωm)}
S(ζm)で場合分け（それぞれ４通り）をする。ここで次のことが言える。
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定理

q-PVIのリッカチ解の符号付き超離散化は、u-PVI(符号付き超離散パンルヴェ方程式)の解となる。

この定理を先ほどの (1)の超離散化８通り、(2)の超離散化８通り、解 (4)の超離散化４通り、解 (5)の超離

散化４通りを同じ条件下で満たすのかを確かめて示す。

満たすことを示すのに次の補題を使う。

eX1 − eX3 = eX4 − eX2 , eY1 − eY3 = eY4 − eY2

=⇒ eX1+Y1 + eX3+Y3 + eX2+Y4 + eX4+Y2 = eX2+Y2 + eX4+Y4 + eX2+Y3 + eX3+Y1 .

の超離散化として、

max(X1, X2) = max(X3, X4), max(Y1, Y2) = max(Y3, Y4)

=⇒ max(X1 + Y1, X3 + Y3, X2 + Y4, X4 + Y2) = max(X2 + Y2, X4 + Y4, X1 + Y3, X3 + Y1).

この補題については場合分けで容易に示すことができる。(4)の超離散化のS(ζm+1) = 0かつS(ωm) = 0かつ

S(ωm+1) = 0の時、解 (4)の超離散化 S(ζm+1) = 0かつ S(ωm+1) = 0の時、解 (5)の超離散化 S(ζm+1) = 0

かつ S(ωm) = 0の時で補題を持ちいれば示すことができる。同様にして同じ条件下で確かめれば示すことがで

きる。（計１０通り）ただし、(1),(2),(4),(5)の場合分けでmax( · · · ) = −∞という式が出てくるがこの式は
意味を持たないので除外して考えることができる。

このように場合分けをして、超離散リッカチ解は超離散パンルヴェ第６方程式を満たすことを示すことがで

きた。
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