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1 Morse理論

定理 1.1. f をMorse関数とし, pを f の臨界点でその指数は λとする. このとき, pの局所座標系 (x1, x2, . . . , xn)

で次を満たすものが存在する. xi(p) = 0, f = f(p)− x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2n. これを f の標準形という.

定理 1.2 (Morse関数の存在). 任意の閉多様体に対し, Morse関数が存在する.

定義 1.3 (Heegaard分解). M を向き付け可能な連結 3次元閉多様体とし, hi(i = 0, 1, 2, 3)を iハンドルとす

る. f をM 上のMorse関数で,それに付随するハンドル分解には 0ハンドルと 3ハンドルがそれぞれ 1個しか存

在しない様なものとする.

M = h0 ∪ (h11 ⊔ · · · ⊔ h1k1
) ∪ (h22 ⊔ · · · ⊔ h2k2

) ∪ h3.

このとき, 1ハンドルの個数 kiと 2ハンドルの個数 k2を用いて, M の Euler数を計算すれば, k1 = k2となる.こ

の値を k とおく. また,このハンドル分解の 0ハンドルと 1ハンドルを合わせた部分ハンドル体を N とおくと,

∂N = Σk. M \ int(N)を N∗ とおくと, N∗ は −f に付随する逆さまのハンドル分解のなかの 0ハンドルと 1ハ

ンドルを合わせたものになっている. N∗ の 1ハンドルはもとのハンドル分解の 2ハンドルに対応しているから,

N∗ の種数は N のなかの 2ハンドルの個数に等しく,それは N の種数と同じく kである. 従って, N∗ は N に微

分同相である.故に,同じ種数 kのハンドル体 N∗, N をその境界の間の微分同相写像 φ : ∂N∗ → ∂N で貼り合わ

せた多様体としてM を表す (M = N ∪φN
∗)ことができた. この様にM を表すことを種数 kのHeegaard分解

(Heegaard splitting)という.

定理 1.4. 任意の向き付け可能な連結 3次元閉多様体は Heegaard分解を持つ.

2 Reebグラフ

関数 f に対する Reebグラフ R(f)とは次の同値関係における位相空間の商集合である.

定義 2.1 (同値関係). f : X → Rを位相空間X 上の関数とする. x, y ∈ X が同値であるとは, x, yが f のある等

位集合における同一の連結成分に属しているときをいう.

つまり, R(f)は f による X の等高線の集合である. Morse関数に対する Reebグラフの定義は,上の定義にお

いて, X(改めてM とおく)を d次元多様体 (d ≥ 2), f をM 上のMorse関数とすればよい. このとき, u ∈ R(f)

に対し, ψ−1(u) が臨界点を含むとき,即ち臨界点と同値のとき, uを Reebグラフのノード (node)と呼ぶ. 但し,

ψ : X → R(f) は商写像である. ここで, Morse関数をうまくとることで各臨界点が異なる臨界値を持つようにす

る. それにより臨界点とノードの間に一対一対応を付けることができる. Reebグラフのノード以外の点はノード

をつなぐ辺 (arc)に対応している. ノードにつながれている辺の本数をノードの次数 (degree)という.
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トーラスを例として Reebグラフの描きかたを確認する. トーラスをその高さ関数に対する等位集合 (即ち等高

線)で切る. そして,その連結成分はそれぞれ同値関係にあるから, それを 1点として描けば Reebグラフが得ら

れる.

トーラス 等位集合 1点と同一視 Reebグラフ

これがトーラスの高さ関数に対する Reebグラフである (黒丸が臨界点). また, Reebグラフにループが現れない

とき, その Reebグラフを単純 (simple)な Reebグラフという.

補題 2.2 (2次元閉多様体に対するループ補題). M を種数 gの 2次元閉多様体, f をM 上のMorse関数とする.

このとき, Reebグラフに現れるループの数 ♯loopは多様体の向き付け可能性により次の様になる.

♯loop


= g (M が向き付け可能)

≤ g

2
(M が向き付け不可能).

向き付け不可能な場合の不等式はループの数がMorse関数に依存して変わることを意味している.

Reebグラフは向き付け可能な 2次元閉多様体に対してはMorse関数に依存せずホモロジーが決まる (Reebグ

ラフのループの数). しかし,次元を上げたら Reebグラフにはどの様な影響があるだろうか.その影響の 1つが次

の命題である.

命題 2.3. 連結 3次元閉多様体は Reebグラフが単純になるMorse関数を持つ.

3 直積空間

直積により得られる多様体に対し, Morse関数を次の様に作ることができる. 多様体M が直積空間M =
∏m

i=1Xi

であるとし, fi をXi 上のMorse関数とする. このとき,F = (f1 +A1)× (f2 +A2)× · · · × (fm +Am) (fi +Ai > 0)

F = A1f1 +A2f2 + · · ·+Amfm (Ai > 0,
∑

iAi = 1)

等がM 上のMorse関数になる.この構成方法は一般のファイバー束に対しても意味を持つ. 何故なら,ファイバー

束は局所的にならば直積で表せる.故に,局所的に値を持つ関数を用いることで大域的にMorse関数を定義できる.

3.1 3次元トーラス

次は 3次元トーラス T 3(= S1 × S1 × S1)について考察していく. 各 S1 上のMorse関数を f, g, hとし, T 3 上

のMorse関数を F = Af + Bg + Ch で定義する.このとき,定数 A,B,C の範囲を次の図に描かれた 8つの場合

に分けて考察する.
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1⃝ 1
2 < A < 1 0 < B < 1

2 0 < C < 1
4

2⃝ 1
2 < A < 1 B = C

3⃝ A = 1
2

1
4 < B < 1

2 0 < C < 1
4

4⃝ 1
3 < A < 1

2
1
4 < B < 1

2 0 < C < 1
3

5⃝ A = B 0 < C < 1
3

6⃝ 1
3 < A < 1

2 B = C

7⃝ A = 1
2 B = C = 1

4

8⃝ A = B = C = 1
3

F の臨界点は各 S1 上の Morse 関数に対し臨界点であるから, 各範囲ごとに 8 個出てくる. それぞれの範囲で

A,B,C に範囲内の具体的な値を代入し計算していく. 次の表と図が各範囲での臨界点に於ける断面図と Reebグ

ラフである. 但し,この場合も指数 0と 3の臨界点に対する断面図は 1点だけなので省略している.

範囲 断面図

1⃝

2⃝

3⃝

4⃝

5⃝

6⃝

7⃝

8⃝

範囲 1⃝ 範囲 2⃝ 範囲 3⃝ 範囲 4⃝

範囲 5⃝ 範囲 6⃝ 範囲 7⃝ 範囲 8⃝

3.2 等位集合のセル分割

今の方法では多様体の断面の形をきちんと捉えることができるかわりに,位相的な部分が分かりにくい. そこ

で,等位集合のセル分割を考える. その方法は,まず Af,Bg,Chで張られる直方体を考え,そこに F の値に対する

f, g, hの関係を描く. ( 1⃝の場合)
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Af,Bg,Ch が張る直方体 p1 < F < p2 の値 左図の拡大

この三角形の内部は f, g, h ∈ (−1, 1)を満たす点で,各辺は f, g, hのいずれかが−1となる点である. 故に,内部の

点に対しては f, g, hの逆像が 2つずつ存在するから, 多様体上の点が 8つの三角形に対応していることになる. そ

れらを Tijk, i, j, k = 0, 1とおく.

そして,三角形の辺に対応する逆像は 1点だけであるから,そこを境に 2つの三角形が鏡映的に貼り付いている.

これを 8つの三角形すべてに対して考えると,次の様に貼り付いている (fm, gm, hm はそれぞれ f, g, hの最小値

を, fM , gM , hM はそれぞれ f, g, hの最大値を境に貼り付くことを意味している).

三角形の頂点の選び方 p1 < F < p2 に於けるセル分解

これが等位集合のセル分割である. 次の図は範囲 1⃝, 4⃝ で Reebグラフに差が出た部分である (右図は赤く塗られ

た部分で 4つの六角形が貼り付いている).

1⃝の p4 < F < p5 に於けるセル分解 4⃝の p4 < F < p5 に於けるセル分解

左図は 2つのトーラス,右図は種数 3の閉曲面である.
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