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1. はじめに 

河川蛇行という問題について，1926年，アインシュタイ

ン 1）はお茶の葉が中心に集まる問題を「お茶の葉のパラド

ックス：Tea Leaf Paradox」と呼んだ．なぜパラドックスか

というと，お茶の葉は中心に集まるのではなく，周に吹き

飛ばされると思える．アインシュタインはティーカップ問

題と河川がなぜ蛇行するかという問題が関係することを

明らかにした．彼の理論により，蛇行している河川に螺旋

流があることが分かった．螺旋流の影響で，河川が蛇行し

ているが，水の慣性のため，最大曲率に到着すると，相対

関係は反転し，この現象を繰り返すことが蛇行の成因であ

ると考えた．藤芳の研究 2）はティーカップ問題と同じよう

に，流路断面に二つの螺旋流がある，二つの螺旋流の強う

さの大小関係の相対的変化によって蛇行が起きると考え

た．彼は蛇行長と流水の断面積との関係を研究した．1905

年，V. W. Ekmanによって，コリオリ力と渦粘性がつりあう

流体に見られる境界層がエクマン境界層と呼ばれる．回転

流体における，回転流体の上下面にエクマン境界層がある

ことが分かった．河川が蛇行しているとき，座標系を変化

している，その変化により，遠心力と向心力とコリオリ力

と摩擦力などが釣り合っている．回転流について，簡単に

考えると，断面から非粘性域とエクマン境界層二つ境界に

なる．エクマン境界層内の流体は，底面からの摩擦のため

に回転速度が内部の非粘性域により遅くなる，一次流が回

転軸回りに回転しながら，二次流が中心に近づいている，

摩擦力がだんだん大きくなって，内部非粘性域に向かって

行く．この現象と河川の螺旋流が同じであることがみられ

る，河道内に粘性域もあるため，蛇行している河川の底面

にエクマン境界層もあると思う．本研究は，河川の底面に

エクマン境界層があると考え，非粘性域とエクマン境界層

を分けて，エクマン境界層の厚さに着目して，蛇行河道内

の流れについて，三次元解析を行う． 

2. エクマン境界層の解析 

(1) エクマン境界層の一般解 

 図-1のように，二次元回転平面流体において，圧力傾度

力，コリオリ力，渦度粘性が釣り合っている状況を考える．

摩擦力を無視する場合，基礎方程式の連続方程式及び運動

方程式が以下のようになる．式(1)，(2)は運動方程式である，

式(3)は連続式である． 

図-1 北半球のある地点の水平気圧傾度力（高圧から低圧に指

し），コリオリ力，摩擦力の三者の釣り合い 
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𝑢, 𝑣, 𝑤は𝑥, 𝑦, 𝑧方向のそれぞれの速度，𝑡は運動時間，𝜌

は密度，𝑓はコリオリのパラメーター（一定），𝑃は圧力で

ある． 

 簡単するために，運動が定常であるから，時間に対する

微分項が0になる．非線形項はコリオリ力に比べて無視で

きる．平均流鉛直構造は乱流フラックスに依存すると考え

る．𝐾は𝑧方向の渦粘性係数，𝑧によらず一定．運動方程式

が以下のようになる． 
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摩擦力の影響がないとすれば𝑥， 𝑦方向の地衡風𝑢𝑔, 𝑣𝑔が

成り立っている，運動方向は等圧線と平行とすれば， 

𝐾
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 + 𝑓(𝑣 − 𝑣𝑔) = 0         (6) 

𝐾
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2 − 𝑓(𝑢 − 𝑢𝑔) = 0         (7) 

と書き直せる． 

次に，境界条件に対して，地表面から十分になれた上空で

は，風速が地衡風になるわけである，近地面では，接地境

界層の分布と結びつけるので，地表面では速度が0である
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と考えれば． 

𝑧 → ∞ ：  𝑢 → 𝑢𝑔 , 𝑣 → 𝑣𝑔        (8) 

𝑧 → 0 ：   𝑢 → 0 , 𝑣 → 0         (9) 

解は以下のようになる． 

𝑢 = 𝑢𝑔 [1 − exp (−
𝑧

ℎ𝐸
) cos (

𝑧

ℎ𝐸
)]   (14) 

𝑣 = 𝑢𝑔 exp (−
𝑧

ℎ𝐸
) sin (

𝑧

ℎ𝐸
)     (15) 

(2) 回転流底面のエクマン境界層の解析 

 回転流底面によって粘性境界層が形成される，解き方は

上述したエクマン境界層の一般解と同じである．ただし，

𝑣𝑔を考慮して，境界条件が次のように異なる． 

𝑧 → ∞： 𝑢 → 𝑢𝑔 , 𝑣 → 𝑣𝑔    (16) 

𝑧 →-1： 𝑢 → 0 , 𝑣 → 0     (17) 

この境界条件を使うと，解は以下のようになる． 

𝑢 = 𝑢𝑔 [1 − exp (−
𝑧

ℎ𝐸

) cos (
𝑧

ℎ𝐸

)] 

−𝑣𝑔 exp (−
𝑧

ℎ𝐸
) sin (

𝑧

ℎ𝐸
)            (18) 

𝑣 = 𝑣𝑔 [1 − exp (−
𝑧

ℎ𝐸

) cos (
𝑧

ℎ𝐸

)] 

+𝑢𝑔 exp (−
𝑧

ℎ𝐸
) sin (

𝑧

ℎ𝐸
)            (19) 

(𝑢𝑔, 𝑣𝑔) = (1.0,1.0)𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐，，𝑓 = 10−4/𝑠𝑒𝑐と仮定した

場合，流速𝑢， 𝑣と螺旋流の高さとの関係を解析してみよ

う． 

解析結果から見ると，二つ方向の速度と地衡流の比率が

ほぼ同じ高さで1になる．そして，解析で求めた流速分布

が粘性底層の流速分布則にあっている．𝑦方向の速度𝑣の変

動が大きいである．これは螺旋流の構造における，二次流 

が中心に近づいている原因を説明できるだろう． 

3. 河川蛇行の流れに関する仮定 

 河道中心線の平面形状は Langbein and Leopold によれば

自然蛇行の場合，いわゆるSine Generated Curveに従うとさ

れている．これは図-3 の偏角θが河道距離𝑥1に対して正弦

変化しているという曲線である．方程式が 

𝜃 = 𝜃0sin (2𝜋𝑥1/𝐿)       (20) 

と表されている． 

𝜃0は平均流下方向の直線となす最大偏角，流路中心軸と谷

線との交点から流れ方向に流路中心線に沿って測った距

離を𝑥1，流路中心線の直角方向軸を𝑥2，河床に垂直に𝑥3と

定義する．座標系の平面𝑥1𝑥2に接する面と水平面からの勾

配を𝛼とする．𝐿は中心軸に沿う蛇行長である． 

 さらに蛇行水路の流れを解析するに当って，次のように

仮定する． 

1) 水深は水路幅に比較して十分小さい．また蛇行水路の 

曲率半径は水路幅に比べて十分大きい．したがって側壁に 

図-2 流速𝑣と螺旋流の高さとの関係 

図-3 流速𝑢と螺旋流の高さとの関係 

図-4 座標の定義  

図-5 最大偏角の変化による，河道中心線の平面形 

図-6 最大偏角の変化による，河道中心線の平面形 

よる摩擦力の影響を無視できて，流体に働く摩擦力は河床

によって規定されるものとする． 

2) 水路床の勾配は平均流の下方向に対して一定であると

する． 

3) 水路幅も流下方向へ一定であるとする． 
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蛇行長は 100m を仮定して，最大偏角の変化による，𝜃 =

𝜃0sin (2𝜋𝑥1/𝐿)で表される曲線が以下のようになる 

4 基礎方程式 

(1) 座標変化による，無次元化基礎方程式の変換 

水理量の無次元表示としては次のようになる． 

𝑢 = 𝑢𝑠/𝑉, 𝑣 = 𝑢𝑛/𝑉, 𝑤 = 𝑢𝑧/𝑉, 𝑝 = 𝑃𝑎/𝜌𝑔𝐻0, 

ℎ = ℎ𝑎/𝐻0, 𝑠 = 𝑥1/𝑅0, 𝑛 = 𝑥2/(𝐵0/2), 𝑧 = 𝑥3/𝐻0, 

 𝜀𝑧 = 𝜀𝑧𝑧/(𝑉𝐻0
2/𝑅0),𝜀 = (𝐵0/2)/𝑅0,𝜆 = 𝐻0/(𝐵0/2), 

𝑘 =
2𝜋𝑅0

𝐿
= 1/𝜃0, 𝐹𝑟 = 𝑉/√𝑔𝐻0       (21) 

V：断面の平均流速，𝐵0：水面幅，𝑅0：最小曲率半径， 𝐿：

蛇行長さ，𝜃0：最大偏角，𝐻0：平均水深となる，𝜀𝑧𝑧は渦動

粘性係数，𝐹𝑟：フルード数である． 

分子粘性応力はレイノルズ応力と比べて，小さいとして

無視すれば，山田 3）提案した座標変化手法による，𝑥𝑖 =

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  = (𝑥, 𝑦, 𝑧) と定義して，図-3に参考して，Sine 

Generated Curveに従う無次元化基礎方程式は以下のように

なる． 

𝜕𝑢

𝜕𝑠
+ 𝜆

𝜕𝑣

𝜕𝑛
[(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)] + (1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0(22) 

𝜀𝜆𝑢
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− (
1
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2) 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝜃(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)         

+
𝜀𝜆

𝐹𝑟
2

𝜕𝑃

𝜕𝑠
− 𝜀𝜆(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)

𝜕

𝜕𝑧
[𝜀𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(𝑢)] = 0 (23) 

𝜀𝜆𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑠
+ 𝜆𝜀(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑛
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𝜕𝑧
− 𝜀𝜆𝑢2 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠        

+ (
1

𝐹𝑟
2) (1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠) (𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜆

𝜕𝑃

𝜕𝑛
)     

−𝜆𝜀(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)
𝜕

𝜕𝑧
[𝜀𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣)] = 0     (24) 

𝜀𝜆𝑢
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜆𝜀(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑛
+ (1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
  

+ (
1

𝐹𝑟
2) (1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠) (𝑐𝑜𝑠𝛼 +

𝜕𝑃

𝜕𝑧
)        

−𝜆2𝜀2 𝜕

𝜕𝑠
[𝜀𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(𝑢)]               

−𝜀𝜆2 𝜕

𝜕𝑛
[(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠) ∙ 𝜀𝑧

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣)] = 0   (25) 

(22)は連続式である，(23)，(24)，(25)は𝑥1，𝑥2，𝑥3方向の

運動方程式である． 

無次元下水理量を使って，前に仮定した条件で，境界条件

を以下のように仮定とする． 

𝑧 = 0 ：     u = 𝑣 = 𝑤 = 0     (26) 

𝑧 = 1 ：       
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 0              

(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)𝑤 = 𝜀𝜆𝑢
𝜕ℎ

𝜕𝑠
+ 𝜆(1 + 𝜀𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠)𝑣

𝜕ℎ

𝜕𝑛
 (27) 

𝑛 = ±1 ：   𝑣 = 0        (28) 

(2) 摂動法による解析 

 変数については摂動パラメーター𝜀に関して 3 次の項ま

で展開するものとする．関数形が以下のようになる 

𝑢 = 𝑢10 + 𝑛𝑢11𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠 + 𝑛𝑢12𝑐𝑜𝑠𝑘𝑠 + (𝑛2 −
1

3
) 𝑢20     

+ (𝑛2 −
1

3
) 𝑢21𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑠 + (𝑛2 −

1

3
) 𝑢22𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑠  (29) 

𝑣 = 𝑣10 + (1 − 𝑛2)𝑣11𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠 + (1 − 𝑛2)𝑣12𝑐𝑜𝑠𝑘𝑠       

+𝑛(1 − 𝑛2)𝑣20 + 𝑛(1 − 𝑛2)𝑣21𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑠           

+𝑛(1 − 𝑛2)𝑣22𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑠                      (30) 

𝑤 = 𝑤10 + 𝑛𝑤11𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠 + 𝑛𝑤12𝑐𝑜𝑠𝑘𝑠 + (𝑛2 −
1

3
) 𝑤20     

+ (𝑛2 −
1

3
) 𝑤21𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑠 + (𝑛2 −

1

3
) 𝑤22𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑠 (31) 

ℎ = ℎ10 + 𝑛ℎ11𝑠𝑖𝑛𝑘𝑠 + 𝑛ℎ12𝑐𝑜𝑠𝑘𝑠 + (𝑛2 −
1

3
) ℎ20     

+ (𝑛2 −
1

3
) ℎ21𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑠 + (𝑛2 −

1

3
) ℎ22𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑠 (32) 

Sに関して0から2𝜋/𝑘まで、nに関して-1から1まで積分

する。 

(3) 解析結果 

 摂動法における，𝑠方向の流速𝑢を一次解まで求めた，𝑛

方向の流速𝑣が小さくて，一次解の変化が非常に小さいた

め，二次解まで求めた．実験により，計算する条件は表-1 

に示す．水路概要を図-6に示す． 

表-1 水路に対する計算条件 

蛇行長 水路幅 偏角 平均水深 

35.34m 1.83m π/4 0.156m 

Fr  平均流速 曲率半径 

0.17 0.0078 21.0cm/s 7.16m 

計算結果を図-8から図-11までに示す． 

Johannesson and Parkerによる，摂動展開する場合， 

�̅�𝑠 ≒ 𝑣2𝜀2�̅�𝑛                (31) 

二次流速度�̅�𝑠と一次流速度�̅�𝑛の関係を上式になるから，解

析結果の平均値を用いて，計算した水路底面にあるエクマ

ン境界層の主流速分布を解析する．計算する時，エクマン

境界層の渦動粘性係数について，1000m高さを持つ境界層

内の渦動粘性係数は5𝑚2 ∙ 𝑠−1に相当するにより，計算し

た蛇行水路内の平均水深と渦動粘性係数の比が同じであ

ることがわかる． 
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図-7 水路概要 

図-8 主流流速の縦断分布    図-9主流流速の横断分布 

図-10 𝑣の縦断分布     図-11 𝑣の横断分布 

 

 

 

 

 

 

図-12 境界層ない主流の速度と高さの関係 

 

 

 

 

 

図-13 水路流速分布 

5 まとめ 

解析結果から見ると，主流速と平均流速の比が同じにな

る時，水深が4.48cmであることが分かる．水路底面にある

エクマン境界層の高さの割合は大体 28.7%である．境界層

内主流速の鉛直分布に平均流速を超える部分がある．螺旋

流のトップの乱れ部分が続いて，上にいくの影響だと考え

ている。水路流速分布について、オレンジの線は減速の状

況である、青い線は加速の状況である。平均流より早い場

合は+である、遅い場合は-である。 
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