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1. まえがき

　非線形回路のすべての解（直流動作点）を求める効率的

なアルゴリズムを確立することは，信頼性の高い回路設計

を行ううえで重要な課題となる．この問題は回路に含ま

れる非線形素子の数 nの増加とともに計算時間が指数関

数的に増大する，非常に難しい問題として知られている．

例として，全解探索法のソフトウェアである RealPaver

の四つのアルゴリズムを後述する 4章の例 1の回路に適

用したときの計算時間を表 1に示す．変数の数 nの増加

とともに計算時間が爆発的に増大していることが分かる．

全解探索問題に対してはこれまでに様々なアルゴリズム

が提案されている [1]～ [10]．これらのアルゴリズムの中

でも，線形計画法を用いるアルゴリズムは特に高速であ

ることが知られている．本論文では，線形計画法の一種

である双対単体法を用いた，非線形回路のすべての解を

求める非常に効率的なアルゴリズムを提案する．

2. 基本となるアルゴリズム

　 n個の非線形抵抗を含む直流回路は，一般に次のよう

な形の非線形方程式で記述することができる．

f(x)
△
= Pg(x) +Qx− r = 0 (1)

線形計画法を用いるアルゴリズムでは，n次元直方体で

与えられた初期領域を各変数方向に再帰的に 2分割しな

がら，その領域内に解が存在するか否かを確認していく．

そして「解の存在と一意性」に関する十分条件が成立し

た場合はその解を求め，「解の非存在」に関する十分条件

が成立した場合はその領域を除去する．また，それらい

ずれの十分条件も成立しない場合はその領域を 2分割し，

それぞれに対して同様の手順を繰り返す．

以下では，xi 軸上の閉区間 [ai, bi] (i = 1, 2, · · · , n)
を要素とする n次元区間ベクトルを X = ([a1, b1], · · · ,
[an, bn])

T で表すことにする．幾何学的には，X は n次

元直方体となる．

表 1 RealPaverの計算時間（秒）

n BC3N BC5 weak3B 3B

10 0.18 0.10 0.26 29

20 11 3 8 343

30 396 64 139 1 522

40 9 901 832 2 085 4 248

50 230 895 9 431 78 456 10 557

定義域 [ai, bi] (i = 1, 2, · · · , n) における非線形関数
gi(xi)の最小値と最大値をそれぞれ ci, diとする．ここで

式 (1)を線形等式と線形不等式で表すため，補助変数 yi

(i = 1, 2, · · · , n)を導入し，yi = gi(xi) とおく．このと

き，ai <= xi <= bi ならば ci <= yi <= di となる．そしてこ

れらの線形等式・線形不等式を制約条件とする次のような

線形計画問題を考える．

最大化： 任意の定数

制約条件：

Py +Qx− r = 0

ai <= xi <= bi, i = 1, 2, · · · , n

ci <= yi <= di, i = 1, 2, · · · , n

(2)

ただし，y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rnとする．幾何学的に

は，式 (2)の不等式制約は図 1(a)に示すように非線形関

数 gi(xi)を長方形で囲むことを意味する．

明らかに式 (1) の領域 X 内の解は，yi = gi(xi) とお

くことにより式 (2)の制約条件を満足する．したがって

式 (2)の実行可能領域が存在するか否かは，式 (2)に単体

法を適用することにより確認できる．もし存在しなけれ

ば，領域 X に式 (1)の解は存在しないので，それを除去

することができる．このようなテストを LPテストと呼ぶ

[4],[5]．

式 (2) に単体法を適用する場合，まず変数変換 x̄i =

xi − ai, ȳi = yi − ci により長方形を二つの不等式制約

x̄i <= bi − ai, ȳi <= di − ciと非負制約 x̄i >= 0, ȳi >= 0で表

し（図 1(a)の左下の直交座標系 (x̄i, ȳi)を参照），更にス

ラック変数 λ̄i, µ̄i (i = 1, 2, · · · , n)を導入して式 (2)を
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図 3 長方形と平行四辺形を併用したアルゴリズム

標準形に帰着させてから実行可能タブローを作り，反復

を開始する．

また文献 [6], [7]では，双対単体法の導入により LPテ

ストにおけるピボット演算回数を激減させる手法が提案さ

れている．この方法は既に得られている実行可能タブロー

（最適タブロー）から次の領域用の双対実行可能タブロー

を導き，そこから双対単体法をスタートさせるもので，1

領域当りの平均ピボット演算回数が非常に少なくなる．

ところで，一般に LPテストは非線形関数を囲む多角形

の面積が小さいほど領域除去能力が強くなる．非線形関

数を囲む多角形としては通常長方形が用いられるが，図

1(a)に示すように関数の非線形性の弱い部分では長方形

の面積が相対的に大きくなり，非効率的となる欠点があ

る．これに対し，文献 [8]では非線形関数を平行四辺形で

囲む LPテストが提案されている．

この方法は関数の非線形性が弱い問題に対しては図 1(b)

のように効率的であるが，関数の非線形性が強い部分で

図 4 長方形から長方形への切り替え

図 5 長方形から平行四辺形への切り替え

図 6 平行四辺形から平行四辺形への切り替え

は図 2に示すように平行四辺形の面積が長方形以上に大

きくなるうえに，制約条件の数が増えるため，しばしば

非効率的となる．

3. 提案アルゴリズム

本論文では，図 3に示すようにアルゴリズムの初期の段

階では長方形を使い，関数の非線形性が弱くなれば（すな

わち平行四辺形の面積が長方形よりも小さくなれば）平

行四辺形を用いる方法を提案する．ただし長方形から平

行四辺形にそのまま切り換えると，制約条件の数が増え，

タブローのサイズも大きくなる．また，切り換えた時点

での双対単体法の適用が不可能になる．本論文ではこの

問題を適切な変数変換により解決する．

3. 1 長方形から長方形に切り換える場合

アルゴリズムの初期の段階では，図 4に示すような「長

方形を用いた LPテスト」を行う．このときの変数変換式

は文献 [9]と同じになるので，本論文では省略する．



3. 2 長方形から平行四辺形に切り換える場合

領域 X = ([a1, b1], · · · , [an, bn])T に対する「平行四辺
形を用いた LPテスト」では，線形計画問題

最大化： 任意の関数

制約条件：

Py +Qx− r = 0

ai <= xi <= bi, i = 1, 2, · · · , n

yi <= αixi + β̄i, i = 1, 2, · · · , n

yi >= αixi + β
i
, i = 1, 2, · · · , n,

(3)

に線形計画法を適用する [8]．

いま，領域 X に対する「長方形を用いた LPテスト」

が完了し，次の領域X ′ = ([a′1, b
′
1], · · · , [a′n, b′n])T で LP

テストを長方形から平行四辺形に切り換えるものとする．

ここでもし文献 [8]の式 (8)のような変数変換を行うと，

制約条件の数が増え，タブローのサイズが大きくなる．ま

た，切り換えた時点での双対単体法の適用が不可能にな

る．そこで本論文では，次のような変数変換を考える（図

1(b)の左下の斜交座標系 (x̄i, ȳi)を参照）．

x̄i = xi − ai

ȳi = yi − αix̄i − γi
(4)

このとき，平行四辺形は次式で表される．

x̄i <= bi − ai

ȳi <= β̄i − β
i

x̄i >= 0, ȳi >= 0.

(5)

この場合，制約条件の数は長方形のときと同じになる．

領域 X に対する式 (2)の最適タブローは既に得られて

いるので，このタブローに

x̄i = x̃i − ai + a′i

ȳi = ỹi − ci + α′
ix̃i + γ′

i

λ̄i = λ̃i + bi − b′i

µ̄i = µ̃i − α′
ix̃i + di − γ′

i − β̄′
i + β′

i

(6)

を代入することにより，領域X ′ に対する式 (3)の双対実

行可能なタブローを得ることができる．このタブローか

らスタートして双対単体法を行うことにより，領域X ′に

対する「平行四辺形を用いた LPテスト」を行うことがで

きる．なお，紙面の都合により式 (6)の詳細な導出過程は

省略する．
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図 7 LP縮小を用いたアルゴリズムのイメージ図

3. 3 平行四辺形から平行四辺形に切り換える場合

LPテストを平行四辺形に切り換えた後は，「平行四辺形

を用いた LPテスト」を継続して行うことになる．このと

きの変数変換式は

x̄i = x̃i − ai + a′i

ȳi = ỹi − (αi − α′
i)x̃i + αi(ai − a′i)− γi + γ′

i

λ̄i = λ̃i + bi − b′i

µ̄i = µ̃i + (αi − α′
i)x̃i − αi(ai − a′i) + β̄i − β

i

−β̄′
i + β′

i
+ γi − γ′

i

(7)

となる．紙面の都合により式 (7)の導出過程は省略する．

3. 4 平行四辺形を用いた LP縮小

文献 [10]では LP縮小と呼ばれる非常に強力な領域縮

小法が提案されている．領域縮小法とは，領域X を「X

と同じ解を含むより小さな領域」に縮小する方法のこと

を言う．本論文では，この LP縮小の改良版である「平行

四辺形を用いた LP縮小」を提案する．この方法は次のよ

うな線形計画問題を考えることにより実現できる．

最大化/最小化： xi

制約条件：

Py +Qx− r = 0

ai <= xi <= bi, i = 1, 2, · · · , n
yi <= αixi + β̄i, i = 1, 2, · · · , n
yi >= αixi + β

i
, i = 1, 2, · · · , n

(8)

この方法は双対単体法の導入によりわずかな反復回数で

行うことができ，また平行四辺形の導入により，より強力

な領域縮小が可能となる．LP縮小を用いたアルゴリズム

のイメージ図を図 7に示す．LPテストによる解の非存在

判定と LP縮小による領域縮小を交互に繰り返すアルゴ

リズムとなる．

4. 数 値 例

本章では数値実験結果をいくつか示し，提案したアルゴ

リズムの有効性を検証する．



表 2 計算結果（例 1）

探索領域数 総ピボット回数 平均ピボット回数 計算時間（秒）

文献 [6] 206 085 98 313 0.48 21

文献 [8] 65 475 545 670 8.33 43

本手法 62 999 161 071 2.56 12

例 1: 文献 [4]～[10]で例題として解かれている n個のト

ンネルダイオードを含む非線形回路を考える．n = 100と

して文献 [6], [8]のアルゴリズムと本手法を適用したとき

の計算結果を表 2に示す．文献 [6], [8]はそれぞれ長方形

だけ，平行四辺形だけを用いた双対 LPテストアルゴリズ

ムである．

表 2から分かるように，本手法では制約条件の数が少な

く，また一貫して双対単体法が適用されるため，文献 [6]

の方法と同様，1領域当りの平均ピボット演算回数が少な

くなる．またアルゴリズム全体で適切な大きさの多角形

が使用されるため，文献 [6], [8]の方法よりも探索領域数

が少なくなり，併せて計算時間の短縮が実現されている．

例 2: 例 1の回路に，nの値を変えながら文献 [7], [9]の

アルゴリズムと本手法を適用したときの結果を表 3に示

す．この表より，本手法はこの問題を n = 1000に対して

は約 6分，n = 5000に対しては約 24時間で解いている

ことが分かる．

例 3: その他，文献 [10]で数値例として扱われている 4

種類のトランジスタ回路に本手法を適用したが，いずれ

も 0.1秒以下ですべての解を求めることができた．

5. む す び

本論文では，双対単体法を用いた非線形回路の新しい全

解探索法を提案した．この方法は「長方形と平行四辺形

を併用した LPテストアルゴリズム」に斜交座標系を用い

るアイデアと適切な変数変換，並びに LP縮小を導入した

もので，強力な解の非存在判定と強力な領域縮小が行わ

れるため，非常に効率が良い．
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