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1 はじめに

本研究では，大規模集積回路網をはじめとする非線形シ

ステムの新しい数値解析法の開発とその応用に関する研究

を行った。特に，産業界や他分野の研究者との共同研究を

通じて非線形数値解析法の研究を広い範囲で展開し，工学

の様々な分野で新しいアルゴリズムの開発とその応用並び

に実用化に関する研究を行ってきた。

この 2年間に行った研究は以下の三つに大別される。

1. 非線形方程式の全解探索法の開発とその応用に関す

る研究

2. 高分子溶液の多相平衡に関する研究

3. 大規模集積回路網の大域的求解法の開発とその実用

化に関する研究

昨年度の報告書では 1.について報告したので，今回は

2.について報告する。

溶液の相平衡とは，複数の成分を含む溶液がいくつかの

相に分離して共存する状態のことで [1],[2]，物理化学並び

に化学工学における重要な研究対象の一つである。各相に

各成分がどれだけ存在するかがわかれば，生体高分子の抽

出，合成高分子の分別，オイルリカバリーなど多くの過程

の解析が可能となるため，実用的な応用範囲は極めて広い。

多成分溶液の相平衡の研究では，非常に難解な非線形方

程式を解く必要があり1，そのことが研究を発展させる上

での大きなネックとなっている2。これらの非線形方程式

はその難解さゆえに情報工学の分野でも注目を集め，精度

保証付き数値計算の例題としても研究されている [4]–[8]。

しかし，精度保証の方法（区間解析）で解くことができる

のは，現時点では最も単純な 3成分系 2相平衡の場合だけ

である。3相以上の多相平衡の場合は，系を記述する熱力

学変数が多くなるため，2相平衡と比べて格段に難しい問

題となり，区間解析での求解は極めて困難となる。

先に著者らは，ホモトピー法（球面法）により高分子

溶液3の 3相平衡の解を短時間で求められることを示した

1アメリカの理論物理学者 Gibbs により定式化された [3]。
2ニュートン法の収束領域の大きさがしばしば 10−10 以下とな

るような方程式で，ニュートン法で解くことは非常に難しい。相
平衡の方程式を解くことがいかに困難であるかについては，たと
えば文献 [4] を参照されたい。

3高分子溶液の化学ポテンシャルの基本的な関数形は Flory

[10]。またこの方法により，3 重臨界点近傍における 3 相

共存曲線の対称性の変化の様子や，圧力の変化により 3相

共存曲線が（通常知られている）Ｓ字型とは異なる形状を

とる場合があることを示すなど，様々な興味深い現象の予

測や解明を行ってきた [10]–[17]。このようにホモトピー法

の適用により，（非極性高分子溶液の）4成分系 3相平衡ま

では実用レベルで計算可能な状況となっている。

しかし 4成分系 4相平衡の場合は，3相平衡と比べては

るかに難しい問題となるため，実在する系に対して 4 相

平衡の計算に成功した研究は過去に例がなく [18]，ホモト

ピー法でもその求解に成功することはできなかった。しか

し相平衡の研究では，このような非線形方程式を解くこと

は必ず解決しなければならない問題であり，またそれを解

くことによって初めて，相図の作成4や相平衡の発現のメ

カニズムを解明することが可能となる。

本論文では，ホモトピー法によりまずリエントラント 3

相平衡 [20]を求め，その軌跡から得られる初期値を用いて

4相平衡の方程式にホモトピー法を適用することにより，4

相平衡の計算が可能であることを示す [21]。

2 高分子溶液の多相平衡

本論文では，多成分溶液の例として，最もスタンダード

な高分子系の一つであるポリスチレン I（分子量小）＋ポリ

スチレン II（分子量中）＋ポリスチレン III（分子量大）＋

メチルシクロヘキサン 4成分系溶液の多相平衡を扱う。最

初に解くべき非線形方程式を示す。この方程式の導出過程

や問題の背景については文献 [10]並びにそこに引用されて

いる文献を参照されたい。

φ1，φ2，φ3 を高分子（ポリスチレン I，ポリスチレン II，

ポリスチレン III）の体積分率，φ0 を溶媒（メチルシクロ

ヘキサン）の体積分率（ただし φ0 + φ1 + φ2 + φ3 = 1），

T を絶対温度とすると，各成分（メチルシクロヘキサン，

ポリスチレン I，ポリスチレン II，ポリスチレン III）の混

(1974年のノーベル化学賞受賞者) と Hugginsにより与えられて
いる [9]。

4相図の作成は文献 [19]にも記されているように「物質の地図
作り」のようなものであり，材料開発にはなくてはならない重要
な問題の一つである。
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合化学ポテンシャルはそれぞれ次のような関数で与えられ

る [22]。
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ただし，m1，m2，m3 はそれぞれポリスチレン I，ポリス

チレン II，ポリスチレン IIIの鎖長を表す。また α，β，γ

は定数で，実際の計算ではポリスチレン＋メチルシクロヘ

キサン 2成分系の臨界点の分子量依存性から実験的に決定

した値：

α=−0.1091, γ = 0.2481,

β =−0.5832 + 278.6/T + 0.001695T (2)

を用いる [10]。β の値は温度 T によって変わるが，実際

の計算では T に具体的な値を代入して β を固定するので，

以下では引数の中から T を除くことにする。

多成分系の相平衡の条件は各相において各成分の混合化

学ポテンシャルが等しくなることである。したがって共存

する相を A，B，Cの 3相とし，それぞれの相における体

積分率を φi の上添字に A，B，Cを付けて区別すると，4

成分系 3相平衡を表す方程式は
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に質量保存則の条件式 [10] を加えた 12変数 12式の非線

形方程式となる。

また，共存する相を A，B，C，D の 4 相とすると，4

成分系 4 相平衡を表す方程式は次のような 16 変数 16 式

の非線形方程式となる。
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ただし，式 (3)，式 (4)ともに φA1 < φB1 < φC1 < φD1 が成

り立つものとする。4成分系 2相平衡を表す方程式も同様

にして導くことができる。

文献 [10] では，ホモトピー法により 3 相平衡の解を短

時間で求められることが示されている。すなわち，ホモト

ピー法は相平衡の方程式に対しては実用上十分な収束性を

もつので，過去の研究から解の位置がある程度分かってい

る 3相平衡に対しては強力な方法論となっている。しかし，

式 (4)は式 (3)よりもはるかに難解である上，過去の研究

では式 (4)の解のおおよその位置すら分かっていないため，

その求解には成功していなかった。したがって式 (4)をホ

モトピー法で解くには，まず何らかの方法で解の位置の見

当を付ける（近似解を求める）必要がある。

3 リエントラント3相平衡の解析による4相平衡の計算

先に著者らは，様々な鎖長に対して式 (3)をホモトピー

法で解き，その結果，4成分系にリエントラント 3相平衡

が生じることを見い出した [20]。リエントラント 3相平衡
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図 2 リエントラント 3 相平衡 II

とは，温度変化の過程で相の状態が 1 相 ⇒ 2 相 ⇒ 3 相

⇒ 2 相 ⇒ 3 相 ⇒ 2 相 ⇒ · · · と，3 相平衡が複数の温
度領域で現われる現象のことをいう。鎖長を m1 = 122,

m2 = 2100, m3 = 46000, 初濃度（溶液を調製するとき

の各高分子の最初の濃度，言い換えれば温度を高くして

一相状態にしたときの各高分子の体積分率）を φ1 = 0.2，

φ2 = 0.005，φ3 = 0.00001 としたときのリエントラント

3相平衡の出現の様子を図 1に示す5。図 1は温度 T を縦

軸，高分子の全体積分率 φs = φ1+φ2+φ3 を横軸にとり，

各相の全体積分率 φAs，φBs ，φCs を同時にプロットして描

いた曲線である。したがって図 1において，T を固定した

ときに対応する曲線上の点が二つある所は 2相平衡，三つ

ある所は 3相平衡の状態にあることを示している [10]。図

1において，T1 < T < T2, T3 < T < T4 の 2箇所で 3相

5この計算結果をもとに，リエントラント 3 相平衡の出現を実
験的にも確認した [20]。高分子溶液におけるリエントラント 3相
平衡の出現は，秩序変数が複数存在するリエントラント相転移の
貴重な体系の発見として大変興味深い。

表 1 4 相平衡の解

φ0 φ1 φ2 φ3

A 相 0.849651 0.150338 9.98084E-06 3.52310E-79
B 相 0.800768 0.198297 0.000934133 7.68205E-34
C 相 0.755432 0.232172 0.012395304 5.14034E-08
D 相 0.718524 0.240221 0.021672219 0.019581875

平衡が出現していることがわかる。

更に m2 の値を小さくしていくと，リエントラント 3相

平衡の出現する温度領域の差 (T3−T2) は次第に狭くなり，

m2=2000の時には，図 2に示すように二つの 3相平衡領

域が接触する（T2 = T3 となる）ことが確認された。

図 2から明かなように，温度が T2 (= 22.96℃) のとき，

対応する曲線上の点は四つ存在する。このことは，この温

度において溶液は 4相平衡の状態となる（すなわち，この

温度において式 (3)と式 (4)の解は等しくなる）ことを意

味する。したがってこの温度における値を初期値として式

(4) にホモトピー法を適用すれば，4 相平衡の解を求める

ことができる。これが本論文で提案する 4相平衡の計算法

である。すなわち，まず式 (3)にホモトピー法を適用して

リエントラント 3相平衡の解を一つ求め，そこから鎖長を

変化させることにより 3相平衡領域が接触する時の解を計

算し，最後にその値を初期値として式 (4)にホモトピー法

を適用する方法である。

4 計算例

前章で提案したアルゴリズムを C 言語でプログラミン

グし，4相平衡の計算を行った。鎖長を m1 = 122，m2 =

2100，m3 = 46000，温度を T = 22.96 ℃ として式 (4)

を解いたときの結果を表 1に示す。表 1より，A相，B相

では φ3 の値は事実上ゼロとなり，また φ2 の値も無視で

きる程度に小さくなっていることがわかる。すなわち，A

相，B相を抽出することにより分子量小のポリスチレン I

のみを取り出すことができる6。

式 (4)の解を一つ見つけたことは，例えて言うと鉱脈の

一部を掘り当てたようなもので，この解から出発して各パ

ラメータを少しずつ変化させながら逐次ホモトピー法を適

用することにより，4相平衡の全様を解明することができ

る。例えば，表 1の解を出発点として温度 T を変化させ

ながら式 (4)にホモトピー法を適用することにより，図 3

に示すような 4相共存曲線を求めることができる。この図

より，4 相状態から温度を上げていくと A相と B 相が接

続されて 3相平衡になること，並びに温度を下げていくと

6このことは一般の多分散高分子溶液から分子量の小さな高分
子のみを抽出（分別）する際に応用できる可能性がある。
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図 4 4 相共存曲線 II

B相と C相が接続されて 3相平衡になることがわかる。

また，m3 を 17300まで下げたときの 4相共存曲線を図

4 に示す。この場合，4相平衡は二つの上限臨界端点 [23]

をもつことがわかる。

さらに m3 を 15000まで下げたときの 4 相共存曲線を

図 5に示す。この場合，4相共存曲線は図 3とは対称的な

形状をとることがわかる。

5 むすび

本論文では，高分子溶液の 4相平衡の計算法について検

討を行い，それにより式 (4) の求解に成功するとともに，

実在する系に対して 4相共存曲線の振る舞いを初めて予測

できたことを報告した。本論文で提案した方法は，まず式

(3)にホモトピー法を適用してリエントラント 3相平衡の

解を求め，そこから鎖長を変化させることにより 3相平衡

領域が接触する時の解を計算し，その値を初期値として式

(4)にホモトピー法を適用するものである。本手法はある

意味で「物理的な現象を利用した発見的手法」であるが，

この方法により式 (4)の解をほとんど確実に求めることが
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図 5 4 相共存曲線 III

できる。

今後は，本研究で得られた解をもとに 4相平衡の様々な

メカニズムを解明すると共に，実験による検証を行ってい

く予定である。
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