
1 はじめに

精度保証のある近似アルゴリズムの研究は� 最近近似

アルゴリズムの理論の枠組みが統一化されるに従い� 以

前にもまして� 急速に進展している� 特に� Goemans-

Williamson�4�のMAX CUT�最大カット問題�とMAX

2SATに対する半正定値計画�以下 SDPと略記する�緩

和に基づく方法は� 従来の近似アルゴリズムの設計解析

手法の枠組みを越えて� 近似アルゴリズムにおけるブ

レ�クスル�をもたらした斬新で画期的な手法として今

日認識されている� 本文は� SDP緩和に基づいた近似ア

ルゴリズムとして�MAX SATに関連する話題に焦点を

あてて� 我�の研究成果と最近の研究動向を述べる�

2 MAX SATとは

MAX SAT�maximum satisfiability problem� 最大

充足化問題�は� 充足可能性問題の最適化版ともいえる

が�入力は論理和の集合 Cと各論理和 C� Cに対する非

負の重み w�C�の対�C, w�で規定される� X	
�1 , �2 ,�,

�n� を Cの論理和に現れる変数の集合とする� すると�

MAX SATは� 各変数 �i� Xに対して� 真偽割当をし

て満たされる�1となる�論理和の重みの総和を最大にす

る問題である� ��i	1�iであるので Cj� Cは

Cj���	1�
�i�X�j

�1�i��
�i�Xj

�i �1�

として�	��1 , �2 ,�, �n� の関数と考えることができる�

ここで X�j は Cj に肯定形であらわれる変数の集合で

Xj は否定形であらわれる変数の集合である� こうして�

任意の真偽割当 �� 
0, 1�n に対し Cjは Cj���	0また

は 1となり� 真偽割当 �の値は

F���	�
Cj�C

w�Cj�Cj��� �2�

と定義される� すなわち �によって満たされる C内の論

理和の重みの和が �の値である� こうしてMAX SAT

は値が最大となるような � を見つける問題となる� な

お� MAX SATの入力 Cの各論理和が �個以下のリテ

ラルからなるときは� MAX SATはMAX �SATと呼ば

れている� MAX 2SATも有名な NP-困難�MAX-SNP

困難�問題である� MAX SATに対する従来の近似アル

ゴリズムは条件付き確率法に基づく方法であるが� ここ

では� 最新の SDP緩和に基づく方法を述べる�

3 SDP緩和に基づく方法

図 1はMAX SATおよびMAX �SATに対する近似

アルゴリズムの性能比較である� いずれも SDP緩和に

基づいている� 以下� MAX 2SATに対する Goemans-

Williamson�4�, Feige-Goemans�3�� Zwick�8�による

SDP緩和法について説明する� いずれも

�A� 問題の SDP緩和による定式化を求める�

�B � SDP緩和問題を解き最適解のベクトルを多項式

時間で求める�

�C � ランダムベクトルを用いて各ベクトルを 0,1に丸

めて変数へのランダム真偽割当を求める�

�D� ランダム真偽割当の期待値以上の値をもつ真偽割

当を求める�

から成り立っている� 以下では� �A� と �C� に注目す

る �実際最近の SDP緩和に基づく近似アルゴリズムは

この部分の研究が主になっている�� 簡単のため�n�i	��i

��i	��n�i� �i��n�i	1� とおく� 論理和 �i��jを Cijと表

し� Cijの重みを wijと書く� 1つのリテラルからなる論

理和 �iも�0�0を用いて便宜的に 2つのリテラルからな

る論理和 �0��iと書けることになる�リテラルへの真偽

割当 �	��0, �1,�, �2n� � 
0, 1�2n�1 に対して論理和 Cij

	 �i��jの値 zij���および �の値 F���は �1�� �2�� よ

り zij���	1�1�i��1�j�� F���	�Ci j � C wi j zi j���

と書ける�
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3 . 1 Goemans-Williamsonの方法

Goemans-WilliamsonのMAX 2SATに対するアル

ゴリズム�4�は最初に

�0��1� �0�i�1�2�i

とおいて� �0, 1�-割当 ����0, �1,�, �2n� 	 
0, 1�2n�1

から��1, 1�-割当 ����0, �1,�, �2n� 	 
�1, 1�2n�1に

一対一対応させておく��n�i�1��iより�n�i���i� し

たがって� �iは
1��0�i

2
となり� 論理和 Cij��i��jの値

は����0, �1,�, �2n�の関数として

zij��� � 1� 1��0�i

2
1��0�j

2

� 3��0�i��0�j��i�j

4

と書ける さらに� �の値は F�����ci�j 	 c wi j zi j���と

なり� MAX 2SATは F�����ci�j 	 c wi j zi j���を最大に

するような��1, 1�-割当����0, �1,�, �2n�を求める問

題となる��0��1, �n�i���i�

半正定値計画問題に緩和するため� �iに対応してノル

ム 1でさらに i�0のときは vn�i��viを満たす�2n�

1�-次元のベクトル vi 	 S2nを導入する�i�0, 1, �, 2

n� こうして� 各 �i1�i2をベクトルの内積 vi1vi2に置き換

え� �i1 i2
�vi1vi2とする�Y���i1 i2

�は半正定値行列にな

る� このように� Goemans-Williamsonのアルゴリズ

ムは絶対値 1の変数 �i を R2n�1における単位球 S2n上

のベクトル viで緩和して 2n�1個のベクトル v0, v1,�,

v2n を用いるアルゴリズムである したがって� MAX

2SATに対するベクトル計画緩和は�

�GW� max �
Ci j	C

wi j zi j

s.t. zij�
3�v0vi�v0vj�vivj

4
�Cij	 C�

vi	 S2n �0�i�2n�

vn�i vi��1 �1�i�n�

となる ベクトル viを v0��1� vi	 
�1, 1�とすれば

MAX 2SATと等価であることが確認できる ベクトル

計画問題と半正定値計画問題が等価であるので� ここで

は用語を互いに区別せずに用いる

Goemans-Williamsonのアルゴリズムはまずこの問

題�GW�を多項式時間で解き最適解のベクトル v0, v1,

�, v2nを求める この解から��1, 1�-割当��
�0, �1,�,

�2nを求めることをラウンディングという Goemans-

Williamsonのラウンディングは� 原点を通るランダム

な超平面で空間を 2つの領域に分割し� viが v0と同じ

領域に入るとき�i��1��i�0�とし� 反対の領域に入る

とき�i�1��i�1�とするものである

このランダム真偽割当により論理和 Cij��i��jの満た

される確率 pijは� ベクトル v0, vi, vjから定まる v0vi�

cos q0i� v0vj� cos q0j� vivj� cos q ijを用いると�
q0i�q0j�qij

2
に等しい 論理和 Cij��i��jが 1個のリテ

ラル �iからなるときは� �j��0として�論理和 C0i��0�

�iの満たされる確立 p0iは
q0i

p
になる 1個のリテラル

からなる論理和 C0i��0��iの満たされる確率 p0iと最適

解における値 z0i�
1�v0vi

2
の比

p0i

z0i
は少なくとも

a1�
0�q0i�p
min

2q0i

p�1�cos q0i�

である 最小値を実現する q0iの値 q�1�0i は
q

1�cos q
の q

に関する微分が
1�cos q�qsin q

�1�cos q�2 であることから唯一

に q�1�0i �2.331122と定まり� a1�0.878567となる 一

方�2個のリテラルからなる論理和 Cij��i��jの満たされ

る確率 pijと最適解における値 zij�
3�v0vi�v0vj�vivj

4

の比
pij

zij
は少なくとも

a2�
0�q0 i� q0 j� qi j�p

min
2�q0i�q0j�qij�

p�3�cos q0i�cos q0j�cos qij�

となる なお� a2�a1であることも得られる

このことから� 論理和全体の期待値の最適解の値に対

する比は 0.87856以上となり�期待値以上の割当は必ず

存在し� そのようなものを見つける方法も存在するの

で� Goemans-Williamsonのアルゴリズムは 0.87856-

近似アルゴリズムである

3 . 2 Feige-Goemansの回転

Feige-Goemans�3�は� Goemans-Williamsonのラウ

ンディングで� 最小の性能 0.87856を実現するベクトル

の組に注目し�そのような状況を避けるようにできれば�

近似率の改善につながるはずと確信し� 以下の手法を考

案した 彼らは� ランダムな超平面でベクトルを分割す

る前に� 各 vi�i�0�を v0と viで定まる平面上で� そのな

す角 q0iに基づいて回転し� 得られた v�i�i�0� v�0�v0�に

対して Goemans-Williamsonのラウンディングを適用

している より具体的には� 2個のリテラルからなる論

理和がなければ� 原理的には� 1個のリテラルからなる

論理和 C0i��0��iの満たされる確立
q0i

p
の最適解に対

する比が 1になるように� v0と viで定まる平面上で� 回

転後のベクトルの角度 q �0iが q �0i�
p

2
�1�cos q0i�を満た

すようにすればよい しかしながら� 2個のリテラルか

らなる論理和がある時にはこの回転でそのような論理和
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Cij��i��jの満たされる確率の最適解に対する比
pij

zij
が

減少してしまうこともある� そこで回転角を定める関数

f � �0, p���0, p� をパラメ�タ 0�l�1を用いて

f�q	��1
l	q�l
p

2
�1
cos q	

としている� こうして v0� viがなす平面上で viを回転し

て得られる vi は� v0と q 0i�f�q0i	の角度をなすようにし

た� 直観的には� なす角が 90度から離れるようにして�

ランダム性を排除しているといえる�どの 2つのベクト

ルも直交するときランダムということになるので	� ま

た� fは f�p
q	�p
f�q	を満たしていることに注意さ

れたい� この関数による vi� vjのなす角 qijと vi� vj のな

す角 q ij は� v0と viがなす平面と� v0と vjがなす平面の

角度を aとおくと� 一般性を失うことなく� 3次元正規

直交��z座標形で v0��0, 0, 1	� vi��sinq0i, 0, cos q0i	�

vj��cosasin q0j, sin a sin q0j, cos q0j	と仮定できるので�

cos q ij � cos q 0i cos q 0j� cos a sin q 0i sin q 0j

cos qij� cos q0i cos q0j� cos a sin q0i sin q0j

をみたすことがいえる� 彼らは l�0.806765として

Goemans-Williamsonのラウンディングをすると� 得

られる真偽割当は 2個のリテラルからなる論理和 �i��j

において満たされる確率 pijと最適解における値の比

pij

zij
�

2�q 0i�q 0j�q ij	
p�3
cos q0i
cos q0j
cos qij	

は 0.93109 �1個

のリテラルからなる論理和に対してこの比は 0.976	以

上になることを数値的に示し� 0.93109-近似アルゴリズ

ムが実現できることを示した�

3 . 3 Zwickの回転

Zwick�8�は� f�q	�0�q� p

2
	� p

2
�q� p

2
	� p�q�

p

2
	を用いてベクトルを回転しその後 Goemans-

Williamsonのラウンディングをすると� 充足可能な

MAX 2SATのインスタンスに対してはどの論理和も満

たされることを示し� それに基づいて� 回転関数を

f+1/3�q	�

�
�
�
�
�
�
�

0 0�q� p

2

+1/3�

p

2
� p

2+1/3 �q

p

2
	 p

2

+1/3�q� p

2
�+1/3�

p
p

2
�+1/3�q�p

として定義した� Z��ci j � c wi j zi j�W��ci j � c wi j� +�

1
Z/Wで� +は小さいものとしている� この関数 f+1/3

�q	はほぼ充足可能なMAX 2SATのインスタンス� す

なわち� +�1
Z/Wの十分小さなインスタンスに対し

て良い性能を示す�

3 . 4 実験結果

図 2はこれまで説明してきた Goemans-Williamson�

Feige-Goemans� Zwickの SDP緩和問題の最適解の各

論理和 Cijの値 zijと回転した後の乱数使用ラウンディン

グの論理和 Cijの満たされる確率 pijの比
pij

zij
を表したも

のである� 図 3と図 4はさらに Feige-Goemansと

Zwickの詳細である� これからもわかるように� Zwick

の方法では精度保証は得られない�

岩間 -浅野�6�はこれらのアルゴリズムの実際的性能評

価をするための計算機実験を行なっている� 詳細はそち

らを参照されたいが� ほぼすべての入力に対して同様の

傾向が観察された�より具体的例を挙げよう� 50変数�

450個の論理和からなる入力で� +�0.12348のとき各

論理和 Cijの最適解における値 zijを 0�zij�0.01� 0.01

�zij�0.02� �� 0.99�zij�1となるように 0.01きざみ

で分類して� その個数をヒストグラムとして表したグラ

フが図 5である� 最も多かったのは 0.99�zij�1を満た

す論理和であり� 450個の論理和中 186個の論理和が存

在した�また� zijの値が 1に近い zij�1
+�0.87652と

なる論理和は全論理和の 72�程度であった�

このように� SDP緩和によって得られた各 zijの値の

分布を図 5より観察すると� 大半の zijは 1に近い値を

とっている� 図 4より Zwickの関数は zijが大きくて 1

に近いときに良い性能を示すのに対して� Feige-

Goemansの関数は� 図 3より� zijが 1に近いときは�

最悪に近いときであり� zijが小さいときに�すなわち無

視しても全体の値に与える影響は小さいものに対して	

良い性能を示すことから� 実験した全てのインスタンス

について� 近似解� 期待値の双方に対して最も性能の良

図 2 zijに対する各関数の性能
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かったアルゴリズムは� Zwickのアルゴリズムであっ

た� Zwickによるアルゴリズムは� Feige-Goemansの

アルゴリズムに比べて� +の値が小さいインスタンスに

優れているという理論的性能を持っている� しかし� 実

験の結果では� 一般のインスタンスに対しても良い性能

を示すことが観察できた�

SDP緩和に基づく近似アルゴリズムの性能改善には�

図 5のような最適解の zijの分布を観察して� 乱数使用

ラウンディングの期待値ができるだけ大きくなるように

最適緩和解のベクトルの回転を定めるというヒュ�リス

ティックスが有効であろう�
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図 3 zijに対する Feige-Goemansの関数の性能

図 4 zijに対する Zwickの関数の性能

図 5 450個の論理和の緩和値 zijの�度
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